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Capitulo 1

Introduccion

Durante el siglo pasado el marco clasico de la fisica sufrié una profunda revolucion.
La imagen newtoniana de la naturaleza resulto inadecuada para describir los sucesos que
ocurrian a tamanos muy pequenos o velocidades proximas a la de la luz . Para tratar de
describir ambos limites se desarrollaron dos nuevas teorias: la mecanica cuantica y la rela-
tividad einsteniana. Con la mecédnica cuantica se pretendia dar sentido a los resultados que
se estaban obteniendo en los experimentos a escalas muy pequenas (dtomos y moléculas) y
representa una ruptura profunda con las ideas de Newton. Basicamente, segiin esta teoria
no podemos conocer posiciones y velocidades de particulas ! (que es la suposicién bésica
en los trabajos de Newton) sino tan solo ciertas probabilidades para diferentes resultados
experimentales. Dicha teoria es no determinista en el sentido de Laplace ya que no fija el
resultado de un experimento para condiciones iniciales controladas sino que nos da una
distribucion de probabilidad para los diferentes resultados. Pero no se trata de una teoria
puramente estocastica ya que la evolucion de dicha densidad de probabilidad si es deter-
minista y viene marcada por una ecuacién diferencial (la ecuaciéon de Schroedinger). La
mecanica cuantica es una teoria tremendamente exitosa a nivel predictivo y esta respaldada

por multitud de resultados experimentales. La relatividad de Einstein es en cierto sentido

LAqui con particulas nos estamos refiriendo a puntos materiales.
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un teoria mucho menos revolucionaria que la mecanica cuantica puesto que no ataca tan
profundamente la vision newtoniana de la naturaleza ya que a un nivel tedérico pretende
conciliar dos teorias clasicas: La mecanica de Newton y la electrodindamica de Maxwell.
Si uno se toma en serio las ecuaciones de Maxwell se encuentra con que el principio de
relatividad clasico (de Galileo) debe modificarse para mantener invariante bajo cambios
de sistema de referencia la dindmica de los campos electromagnéticos. Esto hace que la
mecanica de Newton deba ser modificada para caer en una dindmica relativista para las
particulas. Aun es mas, esta nueva dinamica nos dice que el nimero de particulas de un
sistema no es algo fijo (como lo era en la mecanica de Newton y en la mecéanica cuéntica)
sino que puede variar en funcién de la energia disponible en el sistema. Esta teorfa (que

recibe el nombre de relatividad especial) también tiene un amplio apoyo experimental.

En los anos 30 del siglo XX nos encontramos con dos teorias que parecen explicar los
sucesos de la microfisica (a bajas energias) y los sucesos a alta energia (macroscopicos).
Tiene sentido preguntarse que ocurre cuando tenemos sucesos que involucran sistemas
muy pequenos pero nos encontramos a energias muy altas. Ambas teorias no resultan
compatibles entre si por lo que se hace necesario conciliarlas en una teoria nueva. Por este
motivo se construye la teoria cuantica de campos, que trata de conciliar los postulados de
la mecanica cuantica con las ideas de la relatividad especial. En dicho marco el concepto
de particula e interaccién se diluye y tanto las particulas que forman la materia como
las diferentes interacciones viene descritas por un mismo objeto: El campo cuéntico. Esta
teorfa en la forma de sus diferentes modelos (electrodindmica cuantica, cromodindmica
cuantica, modelo electro-débil) parece explicar todos los datos experimentales que tiene en

cuenta altas energias y tamanos muy pequenos (la fisica de particulas elementales).

En toda esta aventura nos estamos olvidando de un ingrediente importante: La gra-
vitacién. La gravedad es la interaccion entre particulas a la que Newton concede mayor
atencién ya que con ella pretende explicar el movimiento de los cuerpos celestes. El pro-

blema es que el modelo de interaccién gravitatoria propuesto con Newton se basa (como



toda su teoria) en el principio de relatividad de Galileo, por lo que no resulta compatible
con las ideas de la relatividad especial. Einstein consigue conciliar ambas ideas (~ 1910)
construyendo una nueva teoria de la gravitacion (llamada relatividad generalizada) que se
reduce al modelo de Newton para energias bajas pero difiere de el a altas energias. En esta
teoria la interaccion gravitatoria se describe como la geometria en las que las particulas se
mueven. La geometria esta determinada por la distribucién de energia presente. Dicha gra-
vitacién einsteniana tiene también una amplia confirmacién experimental. Es importante
notar que la gravitacion de Einstein continua siendo una teorfa clasica (en el sentido de no
cuantica).

Este nuevo ingrediente nos deja en una nueva encrucijada. Por un lado tenemos una
teoria con amplia base experimental llamada teoria cuantica de campos que explica todos
los datos experimentales para la fisica de particulas elementales (altas energias y pequeno
tamanio) si pagamos el precio de olvidar la interaccién gravitatoria. Por otro lado tenemos
una teoria también con muchos experimentos a su favor (la relatividad generalizada) que
se aplica a objetos macroscopicos. El problema que nos encontramos entonces es como
describir objetos microscépicos a altas energias en los que la interaccién gravitatoria tenga
un efecto importante. En otras palabras, debemos encontrar una teoria que contenga como
limites tanto la mecanica cuantica como la relatividad general.

Si uno intenta basarse en el éxito de la teoria cuantica de campos y utilizar los mismos
trucos para construir dicha teoria unificada se encuentra con un problema grave, ya que el
modelo no tiene sentido desde un punto de vista mecano-cuantico. Esto se debe a que al
construir un modelo en teoria cuantica de campos uno debe tener en cuenta la propiedad
de renormalizabilidad. Renormalizable solo significa que a preguntas fisicas con sentido
el modelo debe dar respuestas con sentido (aqui un sin sentido seria por ejemplo una
probabilidad infinita para un proceso dado). Cuando uno construye directamente el modelo

asociado a la gravitacién de Einstein cae en una de estas teorfas enfermas?. Esto nos

QSiempre que tratamos estos conceptos nos estamos manteniendo dentro de un esquema perturbativo.
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lleva a pensar que debemos ser un poco mas radicales si queremos compatibilizar tanto la
relatividad general como la mecanica cuantica.

Dentro de esta filosofia de encontrar aproximaciones nuevas al problema de conciliar
ambas teorias se encuadra la teoria de cuerdas. Esta teoria propone que las diferentes
particulas en interacciones no son mas que los diferentes modos de vibracion de una cuerda,
incluida la interaccion gravitatoria!. Al ser clasicamente la gravedad de Einstein una teoria
de la geometria del espacio-tiempo nos debemos encontrar con una descripcién cudntica de
la geometria espacio-temporal. En esta memoria trataremos de acercarnos a una descripcion

de este concepto para modelos de cuerdas sencillos.

1.1. Generalidades sobre la Teoria de Cuerdas

Para estudiar una teoria de cuerdas® que se mueven en un espacio la primera aproxi-

macién en la que se puede pensar es la de considerar una acciéon para una tnica cuerda
Sng = T/dA (1.1)

donde T representa la tensién de la cuerda y dA es el elemento de area de la superficie
barrida por la cuerda con el paso del tiempo. Con dicha acciéon estamos imponiendo un
area minima para las configuraciones clasicas de la cuerda moviéndose por el espacio. Si
consideramos un espacio M parametrizado por las coordenadas X™ entonces el elemento

de area viene dado por

0A = A [det (D, Xm0, X7 G (X)) (1.2)

donde 2% son las coordenadas sobre la superficie barrida por la cuerda y G es la métrica del
espacio M. De momento estamos tratando el espacio M clasicamente y como un fondo que

no se ve modificado por la presencia de la cuerda. Dicha accion resulta dificil de cuantizar

3Para una introduccién a teorfa de cuerdas ver [1-4].
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debido a la presencia de la raiz cuadrada con lo que resulta mas 1til introducir una métrica

auxiliar para la hoja de mundo de la cuerda y definir

Sp = % / *2/997 0, X0 X" G (X)) + / d*z\/gD(X)R?(g) (1.3)

que resulta clasicamente equivalente a Syg. Aqui D es una funcién arbitraria de las coor-

denadas del espacio M. Esta ultima accién tiene las siguientes simetrias clasicas

= Difeomorfismos en la hoja de mundo.

» Cambios de escala locales en la métrica auxiliar g.

Ya que la métrica g es un campo auxiliar, queremos que sus grados de libertad de-
saparezcan de la teoria también cuanticamente. La simetria bajo cambios de escala de la
métrica nos dice que estamos considerando una teoria conforme en la hoja del mundo, por
lo que imponer que g no juegue ningtin papel cudnticamente es equivalente a decir que la
teoria continua siendo conforme cuanticamente. El que una teoria de campos sea conforme
nos dice que su funcién  es nula. El problema es que si calculamos la funcién 3 para esta
teoria nos encontramos con’

B~ g70,X"0; X" (Ryn(G) +2V,,V,D) (1.4)

26 — dim(M)

+ RO

T — R(G) — AV2D) + 0(%)

donde V,, denota derivadas covariantes con respecto a Gy R,,, vy R son el tensor de Ricci
y la curvatura escalar de GG. Esto impone condiciones no triviales sobre la métrica de M que
deben cumplirse para que la cuerda pueda moverse de forma consistente en M. Si fijamos

D(X) = cte vemos que al orden que estamos trabajando las condiciones se reducen a’

Rym =0 26 =dim(M) (1.5)

4E] 26 viene de la contribucién de los fantasmas que necesitamos introducir al fijar la simetria bajo

difeomorfismos en la hoja de mundo.

°En el lenguaje de teoria conforme dim(M) = ¢ donde c es la carga central asociada al dlgebra de la

teoria constituida por los campos X.
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lo que implica que M debe ser una soluciéon 26-dimensional de las ecuaciones de Einstein

en el vacio. Esta interpretacién de conoce como la cuerda critica.

Existe otra interpretacion diferente conocida como no critica que consiste en suponer
que uno de los modos de la métrica ¢ si tiene un significado fisico e identificarlo como
una direccién extra en nuestro espacio. Por tanto empezando con la misma accién (1.3)
podemos describir tanto cuerdas criticas en espacios de dimensién dim(M) = d como
cuerdas no criticas en espacios M de dimensién dim(M ) =dim(M)+1=d+ 1. El modo
de la métrica al que asignamos significado fisico en las cuerdas no criticas se conoce como

modo de Liouville.

El enfoque que tomaremos en esta memoria sera el no critico, en el que consideraremos
una teoria conforme que acoplaremos a la métrica de la hoja de mundo® . En esta filo-
sofia un modelo de cuerdas viene determinado simplemente por una teoria conforme y la
dindmica de la gravedad en dos dimensiones. La condicién § = 0 para este caso se traduce
simplemente a ¢ + ¢;, = 26 donde ¢y, es la contribucion a la carga central que viene del

modo de Liouville.

Hasta el momento estamos considerando una sola cuerda. Para introducir interacciones
entre cuerdas necesitariamos una accién de campos de cuerdas que nos genere una serie
perturbativa en términos de cierta constante de acoplo k. Debido a los grados de libertad
internos de la cuerda esto resulta muy complicado, asi que podemos intentar construir
la serie perturbativa pictéricamente y calcular cada término dentro de la teoria conforme
asociada’ de tal modo que mantengamos orden a orden la unitariedad. En esta serie la

constante de control k es en principio libre y nos mide la importancia de las correcciones

6Notar que (1.3) no es una teorfa conforme a menos que G sea la métrica plana. En ese caso la condicién

de B =0 se reduce a d = 26
"Esto es algo que puede hacerse en principio pero para superficies mas alla de la esfera resulta muy

dificil en la practica.
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Expansion perturbativa de la funcion de particion.

cuanticas espacio-temporales de la teoria®. Con todo esto nos encontramos con una defi-
nicién operativa para la teoria, pero una definicién perturbativa. Por lo que sabemos de
teoria cuantica de campos los efectos no perturbativos pueden ser importantes por lo que

necesitamos pensar como podemos estudiar dichos efectos con el formalismo que tenemos.

1.1.1. Efectos no Perturbativos: D-branas

Hasta el momento no hemos considerado la posible topologia de las cuerdas. Resulta
obvio que solo puede ser de dos tipos: abiertas y cerradas. En el caso de cuerdas cerradas
no tiene sentido preguntarse por condiciones de contorno en los extremos, pero en el caso

abierto podemos imponer dos tipos

» Tipo Newmann: Consideramos que el extremo de la cuerda es libre.

s Tipo Dirichlet: Consideramos que el extremo de la cuerda esta fijado en alguna sub-

variedad del espacio tiempo.

Puede verse que si consideramos el segundo tipo de condiciones de contorno y es-

tudiamos la descripcién efectiva de dicho sistema de cuerdas nos encontramos con una

8En el contexto de teorfas criticas dicha constante esta relacionada con el valor esperado del campo del

dilatén, pero esa interpretacion no resulta muy 1til en el contexto no critico
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configuracién soliténica de la teoria (de campos) efectiva [5]. Dichas configuraciones pue-
den usarse como particulas de prueba para estudiar efectos no perturbativos de la teoria
del mismo modo que la solucién clasica del instantén en la teoria de Yang-Mills se usa
para estudiar efectos no perturbativos en teoria cuantica de campos. Estas ideas se co-
nocen como la segunda revolucién en teoria de cuerdas y ha generado una cantidad muy
importante de trabajos (ver [6] y las referencias que contiene). Con dichas configuraciones
(lamadas D-branas) podemos intentar estudiar la geometria no perturbativa (cudntica)
del modelo que estamos considerando ya que los parametros de moéduli de la teoria efectiva
en la D-brana pueden interpretarse como coordenadas en dicha geometria cuantica [7]. Al
ser las D-branas objetos no perturbativos estaremos teniendo en cuenta desde el principio
posibles correcciones no perturbativas al espacio-tiempo.

Hacer esto en la practica para modelos que nos den una descripcién realista del campo
gravitatorio espacio-temporal es tremendamente complicado. Para estudiar estos efectos

en detalle se hace necesario considerar modelos muy sencillos.

1.2. Geometria Cuantica en Modelos Sencillos

En los ultimos anos ha existido un avance muy importante en la comprensién de la
teorfa de Liouville perturbativa [8-10] lo que ha permitido entender las reglas de fusién
de la teoria y construir objetos estilo D-brana [11-14]. Dichas branas son de dos tipos
diferentes: Las branas FZZT (o D1 branas) [11,12] que estan extendidas en la direccién de
Liouville y presentan condiciones de tipo Dirichlet en las direcciones asociadas a la materia,
y las branas ZZ (o DO branas) [13] que estan localizadas en la direccién de Liouville. Las
branas FZZT tienen un parametro de méduli que corresponde con la constante cosmoldgica
de frontera. Utlizando estas D-branas ha sido posible estudiar problemas de gravedad
cuantica para materia muy sencilla (cuerdas minimales [15-19] y modelo ¢ = 1 [20-24]).

La idea basica consiste en que la geometria asociada a estos modelos de cuerdas esta
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codificada en la dindmica (en el espacio de moduli) de dichas branas [7]. En esta memoria
nos centraremos en teorias correspondientes a los modelos minimales de tipo (2, q).

Al orden mas bajo en la constante de acoplo de la cuerda es posible calcular la amplitud
de la brana FZZT y uno encuentra que es una funcién multivaluada en el parametro de
moduli. Ya que estamos interpretando dicho méduli como la geometria de la cuerda vemos
que a orden mas bajo nos aparece una superficie de Riemann. La superficie de Riemann esta
caracterizada por la ecuacién F(z,y) = 0 de donde deducimos una funcién multivaluada
y = y(z). Los cortes de ramificacion de y(x) son los que definen la superficie de Riemann.
Es interesante preguntarse como se modifica dicha superficie a ordenes mas altos en la
constante de acoplo.

Los modelos de cuerdas no criticas con ¢ < 1 admiten una formulacién en términos de
modelos de matrices [25-27]. Existen multitud de evidencias no triviales en el el célculo de
exponentes criticos [28-32], observables macroscépicos [33-37] y funciones de correlacién
[38,39] que permiten creer que los modelos de matrices nos dan una descripcién equivalente
para dichas cuerdas. Si aceptamos la correspondencia, podemos usar el modelo de matrices
para dar una definicién no perturbativa del modelo de cuerdas tras tomar cierto limite
continuo [40-43]. Por tanto, en principio podremos calcular las correcciones mas altas a la
geometria de estos modelos de cuerdas utilizando el limite continuo del modelo de matrices.

En el modelo de matrices el objeto conocido como loop macroscopico corresponde con la
amplitud de la FZZT brana al orden mas bajo, lo que nos permite definir la amplitud exacta
para la FZZT brana en términos del limite continuo de cierto correlador (la exponencial
del loop macroscépico) en el modelo de matrices. Cuando se calcula dicha amplitud exacta
uno encuentra [44] que la inclusién de efectos no perturbativos hace que la amplitud de la
FZZT deje de ser una funcién multivaluada del méduli por lo que la superficie de Riemann
no aparece.

En esta memoria vamos a desarrollar una aproximacién al estudio de esta geometria no

perturbativa para cuerdas minimales de tipo (2, ¢) utilizando la analogia con un modelo
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mecanico [45,46]. El método que seguiremos consistira en encontrar una correspondencia
entre la amplitud de la brana FZZT y la curva en el espacio de fases de un sistema mecanico
integrable. La forma del mapa se deriva directamente de la representacién en términos de
matrices de la cuerda minimal. Tras caracterizar la geometria clasica de la cuerda minimal
en el espacio de fases del sistema mecanico analogo, efectos cuanticos en la geometria se
derivan de la dinamica semiclasica en el espacio de fases, que viene descrita por la funcion
de Wigner del sistema mecanico. En el limite clasico, el soporte de la funcién de Wigner
viene dado por la geometria clasica. Dicha geometria clasica define una zona en la que la
funcién de Wigner presenta una singularidad, que debe ser suavizada por efectos cuanticos.
Los efectos cuanticos hacen que el soporte de la funcion de Wigner se extienda por todo el
plano de fases de una forma determinada por el tipo de singularidad asociada a la geometria
clasica. El limite continuo se obtiene resolviendo la singularidad de la funciéon de Wigner en
el punto de retorno clasico. El fenémeno de Stokes descrito en [44] entra en esta analogia
de una forma muy natural al fijarnos las contribuciénes dominantes a la funciéon de Wigner
en las zonas clasicamente prohibidas.

En este contexto las branas de tipo ZZ estan relacionadas con el tipo de singularidad
en el punto de retorno. Como veremos, introducir correcciones perturbativas en el sistema
debidas a la presencia de ZZ branas no resuelve el problema de singularidades en el espacio-
tiempo. Se hace necesario tener en cuenta las correcciones no perturbativas asociadas a la

aproximaciéon uniforme en los puntos singulares para eliminar dichas singularidades.

1.3. Organizacion de la Memoria

» Capitulo 2: En este capitulo estudiaremos con algo de detalle en que consisten las

teorias conformes minimales y como pueden construirse.

s Capitulo 3: Aqui estudiaremos la teoria de gravedad en dos dimensiones, que no es

mas que la teoria que describe la dinamica del modo de Liouville. Empezaremos
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dando una descripcién tanto clasica como cuantica de dicha teoria para después ex-
plicar como podemos introducir el concepto de D-brana en este contexto. Finalmente
estudiaremos que ocurre cuando acoplamos dicho modo de Liouvile a los modelos
minimales estudiados en el capitulo anterior y que le ocurre a las D-branas cuando

tenemos también materia minimal.

= Capitulo 4: Veremos en que consiste la aproximacién discreta a las cuerdas minimales
y desarrollaremos la tecnologia de los modelos de matrices necesaria para entender
el limite continuo. Después analizaremos a que corresponden las D-branas cuando
nos movemos en la aproximacion discreta y cual es el limite continuo de las mismas.
Después daremos la descripcion del modelo de matrices en términos de fermiones

libres.

s Capitulo 5: Aqui se analizara el como surge la superficie de Riemann auxiliar cuando
trabajamos al orden mas bajo en la constante de acoplo de la cuerda para mas tarde
analizar como la descripcién a primer orden se modifica cuando tenemos en cuenta
correcciones no perturbativas utilizando la formulacion en términos de un limite
continuo de un modelo de matrices. Veremos lo que ocurren en el caso mas sencillo
posible (las cuerdas minimales de tipo (2,1)) y que papel juega el fenémeno de Stokes

en dichas modificaciones de la geometria.

= Capitulo 6: Este capitulo es en cierto sentido independiente del resto, ya que trata de
la descripcién del espacio de fases de sistemas mecanicos unidimensionales utilizando
el formalismo de Wigner. Se analizaran las catastrofes que aparecen en dichos sistemas

y como las correcciones cuanticas las resuelven.

» Capitulo 7: Utilizando el formalismo definido en el capitulo anterior veremos co-
mo pueden estudiarse las geometrias asociadas a los modelos minimales y como las

correcciones cuanticas se relacionan con las correcciones en el acoplo de la cuerda.
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Capitulo 2

Modelos Minimales

Los llamados modelos minimales son teorias de campos conformes especialmente sim-
ples, ya que su espacio de Hilbert esta compuesto por un nimero finito de representaciones
del dlgebra de Virasoro (el niimero de familias conformes es finito). En este capitulo empe-
zaremos describiendo generalidades de los médulos de Verma. Continuaremos describiendo
el determinante de Kac y analizando cuestiones de unitariedad. Para una introduccién

ver [47]

2.1. Modbdulos de Verma

En una teoria conforme, uno espera que los autoestados de la energia (autoestados de
Lo y Ly) estén clasificados por representaciones del algebra de Virasoro, del mismo modo
que los autoestados de energia estén clasificados por representaciones del grupo SU(2) en
el caso de sistemas invariantes bajo rotaciones. En general el espacio de Hilbert de la teoria

contendra un conjunto de representaciones irreducibles del algebra de Virasoro.

17
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2.1.1. Representaciones de peso maximo

Para ilustrar esta seccién recordemos como trabajan estos conceptos en el marco de las
teorias invariantes bajo rotaciones. Vamos a asumir que el espacio de representaciones esta
generado por autoestados |m > de uno de los generadores de SU(2), digamos .J,. También
supondremos que los tres generadores son hermiticos JI = J,. Los otros dos generadores

de SU(2) pueden organizarse en términos de operadores escalera de la forma
Jr = J, £1J, (2.1)
que debido al dlgebra de SU(2) satisfacen las reglas de conmutacion
[ ], Jo] = £y [Jy, I =2J, (2.2)

Pensemos ahora en autoestados tales que su autovalor m sea el maximo dentro de la

representacion. Esos estados, que denotaremos por |j >, cumplen
Jlg >=jlj > Jlj>=0 (2.3)

El resto de autoestados de .J, los podemos sacar aplicando varias veces el operador J_

sobre el estado |j >. Definamos los estados no normalizados
im >=J2"j > (2.4)

Es facil ver que estos estados no estan normalizados utilizando el algebra y las condiciones
sobre [j >

<m-—1m-1>=[jj+1) —m(m—1)] <m|m > (2.5)

Mirando la ecuacion anterior vemos que pueden aparecer estados de norma negativa cuando
m sea menor que —j. La representacion por tanto es no unitaria. Para evitar esto tenemos
que imponer que j sea un nimero entero o semientero, por lo que el estado | —j — 1 > pasa
a tener norma nula, igual que todos los estados que vienen de aplicar J_ sobre el. Estos

vectores singulares desacoplan de los primeros (254 1) estados. Esta afirmacién la hacemos
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en el sentido siguiente: Consideremos un operador O construido con los generadores de
SU(2). Es trivial ver que cualquier elemento de matriz < n|O|m > es nulo cuando uno de
los estados tiene norma positiva y el otro tiene norma nula. Esto hace que la representacion
quede truncada a los primeros (2j — 1) estados.

Vamos a proceder ahora del mismo modo, pero considerando el algebra de Virasoro

c
E(n3 — 1) 0ntm (2.6)

[Ln> Lm] = (n - m)Ln-l—m +
donde solo vamos a escribir la parte holomorfa, ya que la antiholomorfa se construye de igual
manera pero poniendo barras sobre los objetos. Ya que las dos dlgebras estan desacopladas,
para construir la representacién completa basta con tomar productos tensoriales. Vamos

a fijar Ly como diagonal en la representacién (siendo precisos, en el médulo de Verma).

Denotemos por |h > al estado de peso méaximo
Lo|h >= hlh > L,|lh>=0 n >0 (2.7)

Para construir una base del resto de estados en la representacion podemos usar los estados
descendientes

Lo ... Ly

—hn

h > 1<k <..<k, (2.8)

Estos estados son autoestados de Ly con autovalor h + ky + ...+ k, = h+ N, donde N
es el nivel del estado. En este espacio de Verma podemos definir la conjugacion hermitica
de la forma usual L], = L_,, y el producto de dos estado descendientes L_y, ...L_y, |h >
y Ly ...L_, |h> por

<h|Lg, ... Ly, Ly, ...L_y, |h> (2.9)

donde las condiciones sobre el estado dual < h| son
<h|L_,=0 n>0 (2.10)

El producto se calcula moviendo los operadores usando el dlgebra de Virasoro y usando las

condiciones sobre |h >y < h|. Notar que el producto de dos estados es nulo a menos que se
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encuentren en el mismo nivel. Esto no es mas que la condicién de que dos autoestados de
un operador hermitico con diferente autovalor son ortogonales. La hermiticidad también
nos fuerza a que h sea un numero real.

Si denotamos por V., y 70,5 los médulos de Verma con peso maximo h y h, los au-
toestados de la energia pertenecen al producto tensorial V x V. En general, el espacio de

Hilbert sera una suma a todas las posibles dimensiones conformes
> Ve x Vs (2.11)
h,h

donde el nimero de términos en el sumatorio puede ser finito o infinito y pueden existir

diferentes términos con la misma dimensién conforme.

2.1.2. Caracteres de Virasoro

Dado un médulo de Verma V. ;, podemos definir una funcién generatriz y.,(t) llamada
caracter del modulo
Xew(t) = trg" o=t =3 " dim(h + n)g" "/ (2.12)
n=0
donde q = €*™ y dim(h+n) es el niumero de estados linealmente independientes en el nivel
n del médulo de Verma y ¢ es una variable compleja. Ya que dim(h+n) < p(n), donde p(n)
es el nimero de estados posibles en el nivel n, la serie es convergente para |g| < 1 (es decir,
cuando t esta en el semiplano superior del plano complejo). Los caracteres son las funciones
generatrices de los niveles de degeneracién dim(h + n). Los caracteres antiholomorfos se
definen del mismo modo.
Para un médulo de Verma genérico (aquel en el que todos los estados posibles son
independientes) basta recordar que p(n) es el nimero de posibles particiones en nimeros

enteros del entero n para poder escribir
h+(1—c)/24

n(t)

4q

Xen(t) = (2.13)
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donde 7 es la funcién de Dedekind

n(t)=q¢"* ] -q" (2.14)

2.1.3. Vectores Singulares y Moédulos de Verma Reducibles

Puede ocurrir que la representacion generada por los estados descendientes sea redu-
cible. Esto significa que existe un subespacio del médulo de Verma que es en si mismo
un médulo de Verma. Dicho submédulo sera generado por un estado |w > que cumple
L,|w >= 0y puede escribirse como un descendiente de |h >.

En general, cualquier estado diferente de |h > que sea aniquilado por todos los ope-
radores de destruccién se llama vector singular. Dicho estado genera su propio moédulo de
Verma V,, incluido dentro de V. ;. Todo vector singular es ortogonal a todo el médulo de
Verma. En particular tiene norma nula. Esto también es valido para todos sus descendien-
tes. Decir esto es equivalente a decir que un vector singular es ortogonal a todos los estados
en el médulo de Verma original que tengan su mismo nivel.

Para construir una representacién irreducible a partir de la representacion reducible
original basta con identificar todos los vectores que difieran entre si en un estado de norma
nula. El nuevo médulo de Verma contiene menos estados que el original, y su forma para
el cardcter no es tan simple como la de un moédulo genérico. Estas representaciones seran

las piezas que usaremos para construir los modelos minimales.

2.2. El Determinante de Kac

Una representacion del dlgebra de Virasoro se dice unitaria si no contiene estados de
norma negativa. La ausencia de este tipo de estados impone condiciones sobre los valores

posibles de h y c. La cota de unitariedad se obtiene calculando la norma del estado L_,|h >

1
<HLyLoglh > = < B(LoLy+2nLo + e(n® = n))[h > (2.15)



292 CAPITULO 2. MODELOS MINIMALES

— (nh+ %(n?’ —n)) < hlh >

Cuando ¢ < 0 su norma pasa a ser negativa para n suficientemente grande. Por tanto,
todas las representaciones con carga central negativa son no unitarias. El caso n = 1 nos
dice también que todas las representaciones con dimensién conforme negativa son también
no unitarias.

La condicién que hay que considerar para resolver todos estos problemas de unitariedad
consiste en analizar la matriz de Gram de los productos entre todos los elementos de la
base. Si denotamos los estados base del médulo de Verma por |i > definimos los elementos

de la matriz de Gram (por definicién hermitica)
M;; =<il|j > (2.16)

Esta matriz es diagonal en bloques M™ donde n denota los diferentes niveles. Un elemento

genérico es una combinacion lineal | >= ). a;|i > y su norma viene dada por
<ala >=a"Ma (2.17)

Ya que M es hermitica, podemos diagonalizarla usando una matriz unitaria U, M = UDUT.
Si b = Ua entonces

<ala>=Y" Db’ (2.18)

Por tanto, la condicién para que no existan estados de norma negativa es que la matriz M
no tenga autovalores negativos. Con esta condiciéon aun pueden existir vectores singulares
si algin autovalor es nulo, por lo que la representacion podria ser reducible.
Las matrices M" asociadas a los niveles mas bajos de un modulo de Verma genérico
pueden calcularse facilmente
M = 1 (2.19)
M' = 2hn (2.20)
4h(2h + 1) 6h

M? = (2.21)
6h 4h +¢/2
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De M° no sacamos ninguna condicién de unitariedad. Con M?! sacamos la condicién ya
conocida h > 0. El caso de M? es mas interesante. El producto de los dos autovalores de

M? es igual a su determinante

detM? = 32h* — 20h* + 4h*c + 2hc = 32(h — hi1)(h — hi2)(h — hy1) (2.22)
donde
hip = 0 (2.23)
hia = %(5 —c—/(1-¢)(25—¢)) (2.24)
1
ho1 = E(5 —c++/(1—¢)(25—¢)) (2.25)

La suma de autovalores es igual a la traza
trM? = 8h(h +1) +¢/2 (2.26)

La representacion sera no unitaria si bien la traza, bien el determinante, o bien ambos son
negativos.

Existe una férmula general para el determinante de la matriz de Gram llamada deter-

minante de Kac [48,49]

detM" = a, [ [[h — by J/0") (2.27)

r,s
donde 7,5 > 1y rs < n. En esta férmula p(n —rs) es el nimero de posibles particiones del
nimero entero n—1rs y a, es una constante positiva independiente de h y c. Las cantidades

h, s viene dadas por

1
hps = ho—l—z(ra+—|—sa_)2 (2.28)
c—1
hy = 2.2
o = (2.20)
1l—c++v25—
o, = VIZcEVS-c (2.30)

V24



24 CAPITULO 2. MODELOS MINIMALES

Otra forma de expresar las raices del determinante de Kac es

6
C = mrD (231)
_ ((m+1Dr—ms) -1
hes = prY (2.32)

Una tercera forma de escribir estas cantidades es

¢ = 13—6(t+1/t) (2.33)

1 1 1 rs—1
hee = —(r?=1t+=(s>=1)= —
: 27 =Dt (s )t 5

(2.34)

donde estamos parametrizando la carga central en términos de un ntimero complejo t. En

términos de ¢

ap =Vt  a_ = v (2.35)

Puede demostrarse que las representaciones con ¢ > 1 y h > 0 son todas unitarias. En
toda esta memoria solo vamos a interesarnos por teorias con ¢ < 1. Puede verse que toda
la regién con ¢ < 1 esta cubierta por teorias no unitarias excepto en la serie de puntos

discretos dados por

6
_ (tm+1)r—ms) -1
hes = T ) (2.37)

donde (1 <r <m)y (1 <s<r)ymesun entero mayor o igual a 2. [50]

2.3. Modelos Minimales

2.3.1. Un Ejemplo Sencillo

Vamos a estudiar un ejemplo sencillo de médulo de Verma reducible. Consideremos V.,

y el estado del segundo nivel

|w>= (L_g+vL?))|h > (2.38)
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Vamos a intentar ajustar v y h de tal modo que el estado sea singular. Para ello basta con
imponer

Utilizando el algebra de Virasoro tenemos

Ll\w > = (3 + 2v + 4h’U)L_1‘h > (240)

Lylw > = (4h+ 6hv+c/2)|h > (2.41)

luego las condiciones que hay que imponer para que |w > sea singular son

3
e (2.42)

ho— 1—16(5—c:|: V=05 =0) (2.43)

luego el estado singular solo existe si el determinante de Kac es nulo. En la notacién de la
secciéon anterior vemos que la condicién es h = hj o o bien h = hy ;.

A cada estado en un moédulo de Verma uno puede asociarle un campo descendiente por
la correspondencia estados-operadores que se da en las teorias conformes. En particular
uno puede asociar un campo singular w(z) a cada estado singular |w >. Dicho campo sera
un descendiente del campo primario O(z) de peso conforme h, pero es a su vez un campo
primario de peso conforme h+2. Usando la correspondencia de estados y operadores vemos

que la expresion para el campo singular el

3

w(z) = 07%(z) — S0h+ 1)

9*0(2) (2.44)

Que el estado singular sea ortogonal a todo el médulo de Verma se traduce en el lenguaje
de campos a que cualquier correlador que tenga w(z) insertado sera nulo, es decir, que el
campo w desacopla del resto de campos. Al ser w un campo descendiente de O, la condicion

de que w sea singular impone sobre los correladores

0= (g_g — ﬁf%l) < O(Z) e > (245)
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donde los puntos suspensivos denotan cualquier otro operador local O;(z1) ... On(zy). Esta

condicién puede escribirse en forma de ecuacion diferencial sobre el correlador

0=0_(; - = aii e fizi)2) - 2(2h3+ 0 %) <0G)...> (2.46)

i=1

Esta ecuacidon diferencial no nos dice nada nuevo en el caso de la funcion de correlacion a

dos puntos. La ecuacion anterior queda

1 0 h 3 02

O:(z—218—z1+(z—21)2 C2(2h+1) 022

) < O(2)0(z1) > (2.47)

que se satisface trivialmente dada la forma general de la funciéon a dos puntos < 0105 >=
(21 — 22) 72", Pero esta ligadura si impone condiciones sobre la funcién a tres puntos. La

forma general de la misma es

C(h, hy, h)

(Z _ Zl)hz—h—hl(zl _ Z2)h—h2—h1(z _ Z2)h1_h_h2

< 0(2)0(21)0(z2) >= (2.48)

donde C' es una constante que depende de los pesos conformes y que no esta fijada por la
invariancia conforme global, pero si por el algebra de operadores que tenga la teoria. La
ligadura que estamos considerando impone condiciones sobre los pesos conformes involu-

crados. Se ve que la condicién es
2(2h +1)(h — 2hy — hy) = 3(h — hy + ha)(h — hy + ho + 1) (2.49)

Si usamos esta ecuacion para despejar hy tenemos

1 h 2 h 3l 1
ho ==+ =+ hy £+ =1/ h? hhi — =+ — + — 2.
2 6—|—3+ 1 3\/ + 3hhy 2—|— 5 +16 ( 50)

Esta solucién para ho resulta mas elegante si adoptamos la notacién para los pesos confor-

mes
a? c—1
hia) = h . ho = 2.51
(a) = ho + 1 0= 5] (2.51)
Si ay y ag corresponden a hy y hs tenemos las soluciones
s = a + a4 h = h271 (252)

s = a1 +Ta_ h = hl,g (253)
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Por tanto, la existencia de vectores singulares en el nivel dos impone condiciones adicionales
sobre la funcién a tres puntos, las cuales son equivalentes a condiciones sobre el algebra de

operadores. Si llamamos O, al operador con peso conforme h(a), entonces

[0271] X [Oa] = [Oa—a+] + [Oa+a+] (254)
[0172] X [Oa] = [Oa—af] + [Oa—i-a,] (255)

donde el producto indica expansion en producto de operadores y los corchetes indican que
nos referimos a toda la familia conforme, no solo a los primarios. Esto es un ejemplo de

reglas de fusion.

2.3.2. Truncacion del Algebra de Operadores

Las condiciones sobre el dlgebra de operadores que se derivan de la existencia de un
vector singular en el segundo nivel pueden generalizarse. Si tenemos h = h,. ; entonces existe
un vector nulo en el nivel rs. Esto se sigue inmediatamente de la formula del determinante
de Kac. Dicho vector nulo impone condiciones similares sobre el algebra de operadores.

[Ors] x [Od] = Z[Oa+ka++la,] (2.56)
k,l
donde (1—r<k<r—1),(1-s<I1<s—1),y (k+7)y (l+s) son impares. Veamos que
consecuencias tiene esto.
Lo primero que nos encontramos es que las familias conformes [0, ;| asociadas con

moédulos reducibles forman un conjunto cerrado en el dlgebra de operadores. Por ejemplo

[021] X [Ors] = [Or—1,6] + [Ory1,4] (2.57)
[0172] X [07“78] = [Or,s—l] + [Or,s-i-l] (258)
Que esto ocurra impone condiciones muy fuertes sobre la dindmica de teorias con ciertos

valores de carga central y ciertos pesos conformes asociados. Notar que el que una fami-

lia conforme aparezca en las reglas de fusién no quiere decir que este realmente alli (su
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coeficiente puede ser cero). Las reglas de fusién solo sirven para excluir familias conformes

como resultado de producto de operadores. Para ver un ejemplo de esto consideremos
[0271] X [01,2] = [0072] + [02,2] (259)
[0172] X [02,1] = [0270] + [02,2] (260)

Al ser ambos productos equivalentes, esto nos dice que los coeficientes que acompanan a

[O20] ¥ [Oo,2) son ambos cero. Por tanto, el algebra de operadores se trunca a
[0271] X [0172] = [0272] (261)

Este fenomeno de truncacién puede generalizarse y nos resulta

[Or51] X [Oryps0] = Z[OM] (2.62)

ol
donde (14 |ry —rof Sk <ri4+r—1), I+|si—s|<I<si+s—1),yk+r+ry

l 4+ s1 + so son impares.

2.3.3. Modelos Minimales

Para un valor genérico de la carga central el algebra de operadores implica que existen
un numero infinito de familias conformes en la teoria, ya que podemos generar familias
[O,.5] con r, s todo lo grandes que queramos aplicando todas las veces que sean necesarias
las reglas de fusion. Pero, si la carga central es tal que existen dos enteros primos entre si
Py q, tales que

qga_ +pay =0 (2.63)
entonces los pesos conformes satisfaran una condiciéon de periodicidad
Brs = Pripsiq (2-64>

En términos de estos enteros la carga central y la formula de Kac se escriben

c = 1629 (2.65)
pq
_ r—g¢s)*-(p—9)
hes = o (2.66)
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Es facil ver que no se pierde generalidad si suponemos que p y ¢ son positivos y que p < q.

Notar también la simetria

Prs = hprgs (2.67)

)

De las expresiones explicitas para la carga central y los pesos conformes en términos de

estos numeros enteros es facil ver también que

hr,s _'_ rs == hp-l,-'r’q—s = p—r,q+s (268)

hT,S + (p - T)(q - S) = hr,2q—s = h2p—r,s (269)

Esto implica que el vector singular en el médulo de Verma V;  es el vector de peso maximo
de un médulo de Verma degenerado. Ademas vemos que el médulo V. ; contiene otro vector
singular en el nivel (p — r)(q — s). Los dos vectores singulares dan lugar a submédulos
que también contienen vectores singulares de la misma forma y asi sucesivamente. Por
tanto, tenemos un numero infinito de vectores singulares en el médulo de Verma V. ;. Cada
vector singular tiene su propia ecuacion diferencial actuando como una ligadura sobre los
correladores de la teoria y el algebra de operadores. El efecto neto de todas estas ligaduras
es un truncacion adicional del algebra de operadores, dando lugar a un numero finito de
familias conformes que son cerradas bajo las reglas de fusion. El conjunto finito de pesos
conformes viene delimitado por h, s con 1 <r <py 1l < s < ¢. Por tanto solo tenemos
(p—1)(¢ — 1)/2 primarios diferentes en la teoria.

Este conjunto de teorias aqui definidas se llaman modelos minimales, ya que solo tienen
un numero finito de campos locales con comportamiento bajo dilataciones bien definido.

Las reglas de fusién que existen en estas teorias son
[OT’1781] X [Orz,sz] = Z[OM] (2-70)
k,l

donde (1+ |7’1 —7"2‘ < k < min(T1+T2— 1,2p— 1 — " —7’2)), (1+ |81 —82‘ < l <

min(s;+s2—1,2¢—1—81 —82)),y (k+r1+r2)y (I+ 51+ s2) son impares. Por supuesto
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para considerar la teoria completa tenemos que hacer el producto tensorial con la parte
antiholomorfa. Un espacio de Hilbert genérico tendra la forma
H=> M. %M.y (2.71)
h,h
Una forma particular de hacer este producto tensorial es multiplicando al médulo M, p,,
por el correspondiente médulo antiholomorfo M.y, .. La teoria resultante se llama diagonal.
Llamaremos a el modelo minimal asociado a los enteros p,q M, ,.
Como es facil ver de las condiciones de unitariedad, los tnicos modelos minimales

unitarios son los que cumplen ¢ = p + 1.



Capitulo 3

Gravedad Cuantica en Dos

Dimensiones

En este capitulo estudiaremos como describir una teoria de gravedad cuantica usando
la teoria de Liouville. Empezaremos describiendo las soluciones clasicas de la misma para
después explicar las peculiaridades de su cuantizaciéon. Mas tarde veremos como el concepto
de D-brana (siendo mas preciso el de estado de frontera) puede implementarse en esta
teoria para después estudiar el acoplo a materia. En esta memoria la tinica materia que

consideraremos seran los modelos minimales.

3.1. Teoria de Liouville Cerrada

Existen varios motivos para interesarse por la teoria de gravedad en dos dimensiones.
Para empezar puede pensarse en ella como un modelo simplificado de la gravedad en cuatro
dimensiones. Pero también podemos pensar en ella como una teoria en la hoja de universo
para teorias de cuerdas tanto criticas como no criticas. En esta seccién estudiaremos la
gravedad en dos dimensiones desde un punto de vista continuo, dejando la aproximacién

discreta para el capitulo siguiente. Una introduccion excelente a la teoria de Liouville

31



32 CAPITULO 3. GRAVEDAD CUANTICA EN DOS DIMENSIONES

cerrada puede encontrarse en [51].
El problema basico de la gravedad cuantica es el problema de integrar sobre todo el
espacio de métricas (en el sentido de integral funcional) teniendo en cuenta la simetria bajo

difeomorfismos. Usaremos el gauge conforme
Imn = €2b¢gmn(t) (3.1)

donde b es un pardmetro y ¢ es una métrica de fondo (representante de una clase conforme).
t son los parametros del espacio de méduli de estructuras conformes y a ¢ se le llama modo
de Liouville.

Para estudiar este sistema podemos basarnos en la accién [52]

I~ / Val§"™"0,00,6 + L6R() + pe™) (3.2)

donde b toma el papel de constante de acoplamiento.
La simetria bajo difeomorfismos nos permite escoger § = €?9, fijar p = 0 mediante una
traslacion en ¢ y utilizar coordenadas complejas z, Z. La accién arriba descrita corresponde

cldsicamente a una teoria conforme con las invariancias

sow=f() o) 6(f(2) ~ 3 loglofT (33

tal que el elemento de linea

ds® = e®?dzdz (3.4)

permanece invariante.

3.1.1. Soluciones Clasicas

Consideremos primeramente la teoria desde un punto de vista clasico. Si fijamos la

métrica de fondo a una delta tenemos para la accién *

1 1
I= g / d?2(0,, p0™ & + E¢R(g) + 4pe®?) (3.5)

'En principio con una métrica de fondo plana no veriamos el término de curvatura, pero lo man-

tendré visible por razones que quedaran claras mas adelante.
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Esta accién tiene soluciones clésicas estables para p > 0. La ecuaciéon de movimiento

queda

61 _ _ 2b¢p 92
55 = 0 = dube™ = 5% (3.6)

o lo que es lo mismo, la métrica g = €?§ tiene curvatura constante negativa.

El tensor energia-momento puede calcularse variando la accién con respecto a la métrica

de fondo?
T — 27 55:: ; (37)
Usando las ecuaciones de movimiento tenemos
T, = 0 (3.8)
L. = ~(06 + 0% (39)
T = —(@6)7+ ;0% (3.10)

Que el termino cruzado sea nulo es una consecuencia de la invariancia conforme. Este
tensor energia-momento no es propiamente un tensor bajo las transformaciones (3.3) ya

que aparece un termino extra

T(z) = OF*T(f) + 355 ) (3.11)

6

donde S es la derivada Schwarziana de la transformacion y ¢ = ;5.

Consideremos ahora el formalismo de variables candnicas en el espacio de Minkowski
para esta teoria. Definamos el sistema en un cilindro plano con coordenadas s € [0, 27|

parametrizando la direccion espacial, y ¢ parametrizando el tiempo. El momento conjugado

51
(0t )

del campo ¢ es II = = ﬁ@tgb y el corchete de Poisson candnico sera

[6(s,1),11(s", t)] pp = (s — &) (3.12)
En las coordenadas del cono de luz 2% = s 4 t el tensor energia momento es

T, =0 (3.13)

2Tenemos que variar también el término de curvatura antes de fijar la métrica de fondo a una delta
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Vv

Potencial para el modo de Liouville en la aproximaciéon de mini-superespacio

1 1
Ty = (9:9)° - 58-2@ T (3.14)
— 1 2 i N/ i 2b¢
—4(47TH+¢) 2b(47TH+¢) + e T He

El término ﬁ aparece por el cambio de variables que pasa de la esfera al cilindro z = e*%

usando la derivada Schwarziana.

Las componentes de Fourier del tensor energia-momento

1 2 )
L,= o /. dse™ T, 1 (s, 1) (3.15)
satisfacen el dlgebra de Virasoro
. c
i[Ln(t), Lin(t)lpp = (n — m) Ly (t) + E(n?’ — 1) 0mtn (3.16)

donde ¢ = b%. El corchete de Poisson de L,, con e nos dice que e%® es un campo primario
con peso conforme h = 5. Veamos ahora que aspecto tienen las soluciones cldsicas de
esta teoria en el espacio de Minkowski. Por simplificar vamos a considerar primero las
soluciones independientes de la coordenada espacial s. Esta simplificacién se conoce como
la aproximacién de mini-superespacio. Cuando ¢ = ¢q(t) las ecuaciones de movimiento en

el espacio de Minkowski se reducen a las de una particula moviéndose en el potencial

1
V= iE] + e (3.17)
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< >

t —m =

Solucién minkowskiana independiente de la coordenada espacial.

Todas las soluciones clasicas tenderan a Fpt cuando ¢ tienda a +oo donde la particula

es esencialmente libre y p > 0 es el momento. La solucion general es

2 2pb
ooy _ V202 (3.18)
8bu (1 — e2pbt)2

y representa simplemente el rebote de la particula contra la barrera de potencial. Notar
que no existe solucién con momento p = 0 y que la solucion con momento p es la misma

que la con momento —p. La energia de la solucion es

2
P 1 1
E+4_b? > 12 (3.19)

Soluciones mas generales con dependencia en la coordenada espacial viene dadas local-

mente por
o _ L A@N)B)

=B (1-A4B) (3.20)

donde A y B no necesitan ser univaluadas en el cilindro. Basta con que ¢ lo sea.
Las soluciones clédsicas mas interesantes aparecen cuando nos movemos al espacio euclideo.

La soluciéon en este caso viene dada por

2bp _ % 8(1‘11(?51@3? (3.21)

donde A es una funcién holomorfa en z y B es antiholomorfa. A y B transforman bajo

SL(2,R) cuando z — €*™z. El tensor energia momento para esta solucién es

B(log DA))? + ——02(log DA) = ——S(z, A) (3.22)

T =
262 262

_@(
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Solucién eliptica. Singularidad cénica en z =0

que es manifiestamente holomorfo.

Dependiendo de la clase de monodromia que tengan A y B existen tres tipos de solu-

ciones: elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas.

1. Soluciones elipticas: Para estas soluciones®

A=2" B=z" (3.23)
y el tensor energia momento es
1—a?

donde @ es un numero real. La monodromia es A — e2™@A. La solucién con a
coincide con la solucién con —a luego se puede fijar a > 0. Esta solucién presenta

una singularidad de curvatura en z = 0 y satisface

1—
0% — A4ube®™ + 2m a4

d@()=0 (3.25)

Cuando z tiende a 0 la métrica tiende a una métrica plana con una singularidad
cénica en el origen?. En esa region el momento (¢ — —oo) tiende a a/2b qué es real

en el espacio euclideo, por lo que es imaginario en el espacio de Minkowski.

3Tanto en este caso como en los posteriores solo consideraremos las soluciones independientes de la

coordenada espacial.

4Para a = 1 no existe tal singularidad, la monodromia es trivial y la métrica corresponde a la de la

esfera
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Solucién parabdlica. Insercién en z = 0.

2. Soluciones parabdlicas: Estas se obtienen como el limite en el que a tiende a 0 en las

soluciones parabdlicas. Vienen dadas por

A=ilogz B =

(3.26)

con tensor energia-momento

T= 1o (3.27)

La monodromia es A — A — 2x. Esta solucién tiene también una singularidad de
curvatura en el origen que es la mitad de la curvatura de la esfera. Corresponde por
tanto a una insercion.

1
e¥¢—4mw%¢+2w5&”@)zo (3.28)

Cuando z tiende a 0 el momento se anula. La métrica en esta region no corresponde

a una meétrica plana debido a la insercion.

3. Soluciones hiperbdlicas: Este tipo de soluciones corresponden a a imaginario puro.

Su forma es

A=z"  B=zm (3.29)
con tensor energia-momento
1+ m?
= e (3.30)

La monodromia es A — e 2™ A, y la métrica es de curvatura constante negativa.
Como en los otros casos la solucién depende solamente del médulo de m y no de su

signo. Cuando m tiende a cero caemos en el caso parabdlico. Estas soluciones son las
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Solucién hiperbdlica. No se corresponde con perturbaciones locales en la superficie.

extensiones euclideas de las soluciones en espacio de Minkowski. No existen analogos

en Minkowski para las soluciones parabdlicas y elipticas.

La forma de la solucién clésica

o _ L 9A()IB(2)

= —(1 ~ D) (3.31)
anima a considerar objetos de la forma
, 1 | 1 A B »
e = ()7 — — — )% 3.32
) \VaiveE ~ Vaives (3:32)
Para 2j un entero positivo

. A .

e = ()T Y (U (2) (3.33)

es una suma finita de productos de campos holomofos y antiholomorfos. Bajo una transfor-
macién SL(2, R) el campo !, transforma como una representacién de spin j (de dimensién
2j+1) de SL(2, R). Para 2j un entero negativo la descomposicién en campos holomorfos y
antiholomorfos es infinita, y también se ordenan en representaciones de SL(2, R) [53-58].

Los dos campos con j = 1/2 t¢_1/5 = ﬁ, ij2 = % satisfacen
(0% + *T)hs1/2(2) = 0 (3.34)
Dichos campos pueden ser “bosonizados”

Pip(z) = e (3.35)
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Correlador de genus 2 con 5 inserciones.

En términos de ki

T— —(Ohy)?+ %a%i (3.36)

En [53-58] se muestra que los campos k4 y sus respectivos momentos satisfacen paréntesis
de Poisson libres. El paréntesis de Poisson entre k£, y k_ es complicado ya que ambos
campos no son independientes. Uno de los campos puede escribirse en términos del otro.
Todo esto nos dice que la teoria puede escribirse en términos de un tinico campo libre. Esto

se conoce como transformacién de Backlund.

3.1.2. Correcciones Cuanticas a la Teoria Clasica

Pasemos ahora a considerar correcciones cudnticas a esta teoria clasica (el tratamiento
cuantico completo lo analizaremos en una seccién posterior). En la teoria cudntica los

objetos que nos interesan son las funciones de correlacion de la forma

< Hepiqb(xi) ~— /Dqﬁe‘l H ePi®(i) (3.37)
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De momento vamos a considerar correcciones en b a los resultados clasicos (con b pe-
quenio). Notar que la expansion en b tiene sentido, no asi la expansién en p ya que podemos
cambiar su valor simplemente trasladando ¢ con lo que no tiene sentido decir que tenga

un valor pequeno. Siendo mas explicitos, la forma general de los correladores es
pu F(z,t) (3.38)

donde « es en general un nimero fraccionario y F' es una funcién del méduli de la superficie
y de la posicién de las inserciones que es independiente de pu. Esta funcion F' en general
no puede calcularse mediante una expansién en potencias de p (existen excepciones, y
cierto tipo de funciones de correlacion si son analiticas en p y pueden calcularse mediante
expansién en la constante cosmoldgica. Veremos un ejemplo en capitulos posteriores).
Para empezar el andlisis vamos a fijar todos los p; grandes de orden 1/b. Las contribu-
ciones dominantes a la integral funcional (3.37) vienen dadas por las soluciones clésicas ¢

que satisfacen las ecuaciones de movimiento

01(¢er) @) L K 264, (2) —
- 6¢ + ;pzé (Zz> - %a ¢cl - 2b;€ + ;plé (ZZ> =0 (339)

Si integramos esta ecuacion de movimiento sobre la superficie tenemos
1
b i +29—2—20PCA =0 3.40
2 pt% . (3.40)

donde A es el area de la superficie y ¢ es su genus (el nimero de asas). Mirando esta

ecuacion vemos que la solucién clasica solamente existe cuando
bY pi+29-2>0 (3.41)
i

condicién que de momento asumiremos.
Las soluciones de las ecuaciones de movimiento son métricas de curvatura constante
y negativa. Lo operadores eP? aparecen como fuentes de curvatura en las ecuaciones de

movimiento y producen soluciones con monodromia eliptica con a = 1 — bp. El operador
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con p = 1/b crea una insercién en la superficie y lo llamaremos operador insercién. Para
p < 1/bla perturbacion en la superficie es menor que una insercién. Para p > 1/b no existe
la solucion clasica.

Después de encontrar la solucién clasica podemos aproximar la integral funcional me-

diante la formula esténdar

521 (..
/D¢€—I Hepid)(mi) = ¢ Ge)F L pidar(®) ot ( (¢ l))(l + 0(b%)) (3.42)

j 0¢?
El exponente —I(¢q) + Y. pida(x;) es infinito. La divergencia viene de la autointeraccién
de las fuentes. Para calcular facilmente estas divergencias basta con escribir el primer
término en I como —i [ $0*¢ y utilizar las ecuaciones de movimiento para eliminar 9%¢.
La divergencia entonces aparece como términos de la forma log |z; — 2;| que podemos regular
por — log A% introduciendo un corte a energias altas A. La divergencia por la autointeraccién

de una fuente e” con p < 1/b da una contribucién (A)”’/* a la integral funcional, por lo

que para tener respuestas finitas necesitamos renormalizar los operadores
e’ — (N) 7P/ AeP? (3.43)

Esta divergencia tiene una interpretacién sencilla. Nos dice que la dimensién conforme del

operador €P? no es p/2b como en el caso cldsico, sino que es

p_ 1,
5~ 77 o) (3.44)

Esta interpretacién es consistente con la forma del tensor energia momento para las solu-
ciones cldsicas parabdlicas e elipticas. El coeficiente en 1/2? es la dimensién del operador.
La correccién cuantica en la dimensién ocurre porque tenemos que regularizar las fluctua-
ciones cuanticas de ¢. Para p ~ 1/b esto aparece como divergencias en la accién clésica. Si
despreciamos el término de interaccién la divergencia no es mas que la del campo libre. Es
importante también notar que las soluciones hiperbdlicas no corresponden a inserciones de

operadores locales.
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Si X =) pi+ %(29 — 2) < 0 entonces la solucién cldsica no existe, por lo que es
ttil definir la funcién de Green a drea fija insertando 1 = [ dAd( [ e**? — A) en la integral

funcional

< Hel’i¢(1’i) > 4= /D¢6_I+%A Hepi¢(xi)5(/ e — A) (3.45)

< [[ e >= /dA <[[emee) >q e (3.46)

<IL ePi®(@) > \ puede evaluarse en la aproximacién semicldsica. La ligadura en el drea
es representada por un un multiplicador de Lagrange y la ecuacién de movimiento clasica
nos dice que la superficie tiene curvatura constante excepto en las fuentes. Si X > 0 la
solucion tiene curvatura negativa. Si X = 0 la superficie es plana, y para X < 0 tiene
curvatura positiva.

Mediante una traslacién en el campo
1
O — ¢+ % log A (3.47)

se ve que

< H oPi(@:) > = A-HX/20 H ePid(xi) > aq (3.48)

(2

Para X > 0 la integral sobre el area para obtener la funcién de correlacion natural es
convergente y reproduce los resultados que obtuvimos antes. Para X = 0 la integral diverge
logaritmicamente y para X < 0 diverge como una potencia.

Esta divergencia aparece en la regién de areas pequenas ¢ — —oo. Para regularizarla
uno necesita introducir un corte en el espacio de campos. Desde el punto de vista de la
teoria de Liouville con una métrica de fondo ¢ este corte no corresponde a un regulador
ultravioleta, ya que no esta asociado a pequenas distancias medidas con la métrica §. A
pesar de esto, podemos pensar en esta divergencia como una divergencia ultravioleta, ya

que la métrica de la superficie es g, con lo que que cualquier regulador invariante bajo
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Toro plano sin inserciones.

cambios de coordenadas en la integral sobre g nos valdria. Con este regulador
< [[ e >=P(u) + pX*C < [] ") >4s (3.49)

donde C' es una constante independiente tanto del méduli como de la constante cosmologica,
y P es un polinomio de orden n = [—X/2b]. Cuando —X/2b es un entero no negativo

el factor =~/

va multiplicado por log u. La parte analitica P depende del regulador
ultravioleta, y no describe superficies de drea macroscopica, por lo que no se espera que
sea universal. La parte no analitica si es universal y puede estudiarse en la aproximacion
semiclasica. Cuando < [], ePio®i) > =0 la funcién de correlacién viene toda ella de la
contribucién de superficies de drea pequena (del tamano del regulador ultravioleta) y es

analitica en .

Consideremos ahora algunos ejemplos importantes:

1. Superficies de genus unidad sin inserciones. En este caso X = 0. Con la métrica plana

del toro g = ¢ la solucién clasica es

A

e2b¢cl —

3.50
Imt ( )

donde ? es la estructura compleja del toro. Si expandimos ¢ = ¢ + ¢, las ligaduras

sobre la medida y el area pasan a ser

166]? = / 9(5)2 o i / (56,)? (3.51)
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1 1
26 A\ ., s
([ =)~ gs(p [0 (3.52)
La integral funcional sobre ¢, es la misma que en la teoria libre
1 1 . (gq)
<1 >y~ = d 3.53
Y Anb AV Imiln(g)]?  2v2bAx /0 PP (3:53)

y tal y como esperdbamos la integral sobre el area es logaritmicamente divergente

1 A2
dA <1 >4 e M~ log — 3.54
/ . A 2Tt # .

Funcién a n puntos en la esfera < [], ePi?@) > con p; ~ 1. En este caso X =
—% +> D~ —% < 0 y debemos fijar el area. La solucion clasica no se ve afectada
por la presencia de inserciones. Es simplemente la métrica de la esfera y depende de 3
parametros reales asociados con la accién del grupo PSL(2,C) en la solucién clésica

(solo hay tres parametros reales y no seis por la simetria SO(3))

A

e2b¢cl ~
(laz + b|> + |cz + d|?)?

(3.55)

donde ad — bc = 1. La funcién de correlacion viene dada en términos de una integral

sobre estas coordenadas colectivas con la medida invariante
/ d*ad*bd®cd?ds™ (ad — be — 1) (3.56)

con lo que tenemos
< H ePid(xi) > 4~ Aﬁ Zz—pi—ﬁ—lf Hemfb(ri) (3'57)
; PSL(2,0) ~;
donde nos estamos olvidando de un factor independiente de la posicién de las in-
serciones que viene de un determinante de los modos no nulos. Aunque la solucion
que hemos encontrado no parece invariante bajo traslaciones, la integral sobre las
coordenadas colectivas restaura esta simetria. Debido a que la region de integraciéon

es no compacta, pueden aparecer algunas divergencias para ciertos valores de p;.
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P,
Correlador a 4 puntos en la esfera

Estos infinitos pueden evitarse continuando analiticamente en p;. Para la funcién a
dos puntos < eP?(>®)e1?() > encontramos una integral divergente cuando integramos
sobre el subgrupo del grupo de Mobius que deja el 0 y el co invariantes (llamemos a
este subgrupo D). Queremos interpretar esta divergencia como una funcién delta

o d o
/ 42 (a-no _ / dse* TP L §(p — g) (3.58)
0

z — 0o
Esta prescripcion conduce a una funcién de correlacién invariante bajo SL(2,C')

1 40(p—
< P01 5 AB 1% (3.59)

donde para p ~ 1, h, = p/2b. Cuando p = ¢ la funcién de correlacién es infinita y

proporcional al volumen del grupo D

vol(D) = /000 dv _ 00 (3.60)

3. Funcién a dos puntos en la esfera < e??(*)e?%0) > con p,q ~ 1/2b. Ya que tanto p
como ¢ son menores que 1/2b, X < 0y tenemos que trabajar a drea fija. Para p = ¢

existe una familia de soluciones cldsicas

2—2pb
2ot Av (3.61)
|2[2r0(1 + (M)2—2pb)2
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Funcién de correlacién a dos puntos en la esfera.

como en el caso p ~ 1 al integrar sobre x encontramos el volumen infinito del grupo D.
Para p # ¢ no existe solucién clasica. Para verlo de forma mas explicita consideremos
una transformacion en ¢

8(2) = 9(2) ~ 7 log]af? (3.62)

Bajo esta transformacién tenemos

q—-p

2
5 log || (3.63)

—1 + po(0) + qip(o0) — —I + po(0) + qip(o0) +

Cuando p > ¢ la configuracién de accién minima ocurre para x = 0. Si separamos el
. . o0 — .
modo x en la integral funcional, encontramos de nuevo fo dfx(q P)/% que interpreta-

mos de nuevo como una funcién delta.

Estos dos ultimos ejemplos ilustran bien que la teoria de Liouville es diferente a una
teoria libre. Como en la teoria libre, el espectro es continuo, y la funciéon a dos puntos en
la esfera es divergente, pero los correladores con mas inserciones son finitos. La divergencia
tiene un origen geométrico no como en el caso libre en el que viene de una integral sobre
modos cero. Pero a pesar del origen diferente las divergencias en la teoria de Liouville son
formalmente idénticas a las de una teoria libre. Es decir, todas las divergencias de la teoria

son equivalentes a las derivadas de los problemas de orden normal.
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3.1.3. Teoria Cuantica

La forma mas sencilla de cuantizar la teorfa es utilizando el formalismo canénico [59-63].

Basta con descomponer en modos de Fourier en el cilindro el campo y momento conjugado

Bsit) = Golt) + 3 Han()e™™ + by(1)e™) (3.64)
n#0

M(s,t) — po(t)+Z%(an(t)e_i”stbn(t)ei”s) (3.65)
n#0

donde al = a_,,bl = b_,. Como ¢ no es un campo libre la dependencia temporal de las

componentes es complicada. La regla de cuantizacién usual [,]pp — —i[,| nos conduce a
[6(s,1), 1I(s', )] = id (s — ') (3.66)

Usando la descomposiciéon en modos de Fourier, la regla de conmutacién candnica da
reglas de conmutacién tipo oscilador armoénico para los modos a,,, b, pudiendo interpretarse
como operadores de creacion para n < 0 y operadores de destruccién paran > 0. Cualquier
observable clasico puede escribirse como una funcién de estos modos. El observable cuantico
se define a partir del cldsico imponiendo orden normal (todos los operadores de creacién
a la izquierda de los de destruccién). Se espera que esta forma de definir los operadores
elimine todas las divergencias.

Debido al proceso de cuantizacion uno espera renormalizacion de los pardmetros del
lagrangiano. Por ello introduciremos un nuevo parametro () = %+O(1) que determinaremos

imponiendo invariancia conforme. Este coeficiente aparece en la accién

I= ﬁ /d255(0m¢8m¢ + QoR(G) + 4ue®) (3.67)

y el tensor energia momento se modifica

T, =0 (3.68)

2
T, = i(zmn + ¢)? — %(zmn +¢') + % + pe® (3.69)
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Ya que se cumple T’y ~ = 0 uno esperaria invariancia conforme. Para que la invariancia
conforme sea una realidad a nivel cudntico los modos de Fourier de 7, deben satisfacer

un algebra de Virasoro y conmutar con los modos de T _. Todo esto se cumple solo si
1
Q= b +0 (3.70)
y la carga central del algebra toma el valor
c=1+6Q" (3.71)

El conmutador [T, (s, t), e?**)] nos muestra que el operador e”? es un campo primario

con dimensioén conforme

(3.72)

Estos resultados para la carga central y el peso conforme coinciden con sus valores clasicos
en acoplo débil. Es curioso notar que los valores de ambas cantidades coinciden con los de
un campo libre (con carga de fondo @). Pero, al contrario que para un campo libre, los
operadores e’ con p > () no existen y las funciones de correlacién no estdn sujetas a reglas
de seleccién en la suma de exponentes.

En este momento vienen al caso dos comentarios

1. Alser b real (ya que la métrica debe ser real) la carga central esta acotada por abajo
¢ > 25. Para b =1 la carga central ¢ = 25 y la constante cosmoldgica es el operador

insercion.

2.  En una teoria conforme genérica el espectro de dimensiones conformes esta acotado

por abajo. En este caso sin embargo h < Q?/4 y no es acotado por abajo.

Al igual que en el caso de la aproximacion semiclasica, podemos fijar el area de la

2b¢p

superficie A = [ €®? al calcular funciones de correlacién. Usando el mismo argumento de

escala se ve que la dependencia en el drea de las funciones de correlacién es A~'+*/20 donde
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X =>,pi+Q(29—2). Si X > 0 la integral sobre el drea es convergente y las funciones de
correlacién escalan como p~X/?*. Para X < 0 los correladores son divergentes en la regién
de area pequena. El proceso de regularizacion produce también una dependencia analitica
no universal en p. En el caso de que —X/2b sea un entero no negativo aparece un término
extra log i en la parte no analitica.

Veamos ahora como se comporta el espectro de la teoria. Como ya vimos, las reglas de
cuantizacion se implementan de forma muy sencilla en esta teoria. De hecho, se podria decir
que todo es igual que en un campo libre salvo el comportamiento de los modos cero, asi que
vamos a simplificar las cosas trabajando en la aproximacion de mini-superespacio. Con esto
hemos reducido el problema a mecanica cuantica ordinaria. El problema que tenemos que

resolver es encontrar el espectro del sistema definido por la ecuacién de Schrodinger

1 2
Ho = (G + &+ ue)p = (3.73)
donde el momento conjugado de ¢g es py = —i%.

Para este sistema la funcién de onda dependera de un parametro continuo p. Cuando ¢q
toma valores muy negativos el primer termino en el potencial V' = e + %2 es pequeno y
la funcién de onda 1, (¢) es una combinacién lineal de e*?0. Debido a que el potencial va
a infinito para valores muy grandes de ¢, tenemos un comportamiento 1, ~ sin(pgg) con

_ p*4Q?

energia h, = 2=~y los estados linealmente independientes tienen p > 0. En particular,

no existe el estado con p = 0. Si incluimos los osciladores y recordamos que la teoria es

invariante conforme, es posible justificar [59-63] que el espectro es
H =&, Hp, X Hp—p, (3.74)

donde @, denota una integral sobre p > 0y H}, es la representacion irreducible de Virasoro

2. N2 2
p°+Q c P 1 3
con peso Conforme h =7 - Ya que h 9w T 1 este eSpeCtrO es conslstente con el

calculo semiclasico que presentamos anteriormente de la funciéon de particion en el toro.

En las teorias conformes estandar existe una correspondencia entre estados y operadores

locales, pero este no es el caso en la teoria de Liouville. En este caso el conjunto de
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Funcion de onda normalizable en el mini-superespacio.

operadores primarios es e?? con peso conforme h = —i(p - Q)%+ %2, y el conjunto de

estados es diferente.

El mapa estdndar que relaciona un operador O con un estado O(0)|0 > no puede usarse
aqui ya que el vacio SL(2,C) invariante |0 > no pertenece al espacio de Hilbert H.De
forma alternativa uno podria construir el estado correspondiente a O calculado la integral
funcional en el disco con una insercién de O en el centro. Esta construcciéon corresponde
con las ideas en [64] acerca de la funcién de onda del universo. En la aproximacién de
mini-superespacio la funcién de onda correspondiente a O = eP? se comporta para ¢, muy
negativo como Yo (¢) = eP~@%  Esta funcién de onda diverge en la regién profundamente
negativa y no es normalizable. La norma del estado puede calcularse pegando dos discos
a lo largo de sus fronteras. Como ya discutimos, la funcion de correlacién sobre la esfera
asi definida es divergente para areas pequenas. Por tanto, la funcién de onda definida por
la insercién de un operador en el disco es no normalizable. Estas funciones de onda no
normalizables pueden regularizarse poniendo un limite en los valores de ¢y. En el proceso
de eliminar el regulador, uno puede mantener la norma finita y mandar la funciéon de onda
a cero para cualquier valor finito de ¢y o bien mantener la funcién de onda diferente de

cero y dejar que la norma sea divergente.
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<0|0> =

0)

Normalizacién como correlador a dos puntos

Pensando en las similitudes con [64](alli la construccién corresponde a O el operador
identidad y el estado resultante es el vacio invariante SL(2, C')) podemos pensar que estos
estados no normalizables viven en un espacio de Hilbert Hy g aunque no estén en el espacio
de Hilbert ordinario. La integral funcional sobre una superficie de Riemann con una frontera
nos da un estado. Para una superficie de genus ¢ e inserciones de operadores e?® el estado
es normalizable (en el espacio de Hilbert ordinario) si X = > .p; + Q(2g —2) > 0 y no

normalizable (pero en Hypy) cuando X < 0.

Con esto ya entendemos porque el mapa usual entre operadores y estados no puede
aplicarse en la teoria de Liouville. Veamos ahora que es lo que ocurre con el mapa estados-
operadores. Para insertar un estado en una teoria conforme usual, el procedimiento consiste
en hacer un pequeno agujero en la superficie y calcular la integral funcional con las condi-
ciones de frontera ¢(s) en el agujero. Después hay que integrar sobre los valores de frontera
¢(s) con un peso dado por la funcién de onda del estado que queramos insertar 1[p(s)].
Este proceso puede realizarse para agujeros arbitrariamente pequenos, con lo que corres-
ponde a un operador local. En la teoria de Liouville esto es diferente ya que g = €2*?§ es la
métrica fisica de la superficie. Un operador local debe ser local con respecto a g y no solo

con respecto a ¢. Por tanto, para un operador local, la funcién de onda debe estar muy
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localizada en valores muy negativos de ¢ y por tanto no sera normalizable.

Si examinamos de forma mas cuidadosa el problema mecano-cudntico (3.73) se puede
entender mejor la diferencia entre los estados en el espacio de Hilbert ordinario (norma-
lizable) y los estados en el espacio de Hilbert de Hartle-Hawking (no normalizables). Los
operadores locales nos dan autofunciones del hamiltoniano que divergen cuando ¢g va a
la region profundamente negativa. Su momento p es imaginario y por tanto su peso con-
forme es menor que Q?/4. Los estados normalizables tiene momento real y por tanto peso
conforme mayor que Q?/4. El hecho de que el operador local eP? tiene p < @ tiene una
interpretacion muy simple desde este punto de vista. La funcién de onda asociada con el
operador eP? se comporta como eP~@% para valores muy negativos de ¢,. Crece en esta
regién solo para p < Q. El operador insercién con h = Q?/4 tiene momento cero. las dos
autofunciones independientes del hamiltoniano son la constante y la lineal. La lineal crece
en el infinito por lo que da lugar a un operador local. Por tanto, el operador insercién es
»e??. Es facil ver que este operador es un primario del dlgebra de Virasoro con la dimensién
correcta. A diferencia de otros primarios el operador insercién no es una exponencial de ¢,
por lo que correladores que involucren ¢e?? no vienen dadas por potencias de u. Esto es
particularmente importante en el caso b = 1 donde el operador insercién es la constante
cosmoldgica y aparece en la acciéon. En es caso la dependencia de las funciones de corre-
lacién con p es mas complicada [65]. En esta memoria trabajaremos siempre con teorias
tales que el campo de Liouville siempre tendra una carga central ¢ > 25 por lo que no nos
preocuparemos de esta sutileza.

El célculo semiclasico de funcion de particién en el toro describe la traza sobre el espacio
de Hilbert en esta aproximacién. Ya que el espectro en el espacio de Hilbert es continuo, los
estados estaran normalizados con una funcién delta y por tanto, es natural que la integral
sobre el area de la superficie presente una divergencia logaritmica.

Antes vimos que la funcién a dos puntos no esta bien definida debido a una divergencia.

Esta divergencia esta relacionada con que estamos calculando productos de operadores
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que estan en Hpypy, que no es un espacio de Hilbert ordinario. La divergencia para areas
pequenas es un reflejo del mal comportamiento que presentan los estados de dicho espacio
cuando nos encontramos en la zona profundamente negativa de ¢. La definicién de la
integral divergente como una funcién delta no es mas que un intento de garantizar que
estados con momento (imaginario) diferente sean ortogonales. La norma infinita de dichos
estados viene de la integral sobre el grupo D que definimos antes y no de la integral sobre

las dreas (que diverge como una potencia).

Es natural llamar a estos dos tipos de estados macroscopicos y microscépicos. Los
estados macroscépicos tiene funcién de onda normalizable y corresponden a operadores no
locales. Los operadores microscopicos estan asociados a operadores locales y sus funciones

de onda son no normalizables.

Esta distincion entre estados microscopicos, correspondientes a operadores locales, y
estados macroscépicos se sigue simplemente de que métrica es una variable dindmica y
por tanto un argumento de la funcién de onda. Debido a lo general del argumento, es de

esperar que cualquier teoria que pretenda cuantizar la gravedad presente esta peculiaridad.

Como la estructura del espacio de estados es bastante complicada, las reglas de factori-
zacion para los correladores seran también diferentes a las de una teoria conforme genérica.
Funciones de correlacién de operadores locales corresponderan a la insercion de estados mi-
croscépicos en las lineas externas, pero en principio no esta claro que estados se propagaran
en las lineas internas. Ya que la superficie descrita por la métrica g tiene un tamano finito,
podemos esperar que en las lineas internas nos encontremos estados macroscépicos. La mo-
nodromia SL(2, R) de las soluciones clasicas puede ser eliptica, parabdlica, o hiperbdlica
a lo largo de lineas diferentes. Dicha monodromia determina el tipo de estado que se esta

propagando, que puede ser tanto macroscoépico como microscépico.
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3.2. Estados de Frontera en la Teoria de Liouville

En esta seccién consideraremos en mas detalle los estados que antes llamamos ma-
croscopicos. Estos estados no corresponden a inserciones de operadores locales y clasica-
mente estan relacionados con las soluciones de tipo hiperbdlico. Empezaremos con una
discusién de los posibles estados singulares en la teoria para después atacar el problema de
la funcién de correlaciéon en el disco con una insercién. Con este calculo veremos que se pue-
de definir un nuevo estado (de frontera) que llamaremos FZZT. Para terminar discutiremos

un nuevo tipo de estado de frontera, y que llamaremos estado ZZ.

3.2.1. Primarios Singulares en Liouville

Los objetos basicos en la teoria de liouville son los operadores exponenciales
V, =e™ (3.75)

que son primarios conformes respecto al tensor energia-momento de la teoria

T(z) = —(9¢)* +Qd¢ (3.76)
T(z) = —(9¢)* + Q¢ (3.77)
con peso conforme
B a®>  aQ
he = 4 t3 (3.78)

Todos estos estados no son independientes ya que la férmula para el peso conforme tiene

la simetria

a—2Q—a (3.79)

lo que nos lleva a identificar V, y Vag_,. Puede verse que los operadores que quedan inva-
riantes bajo esta simetria -aquellos con a = ip + @ con p real- corresponden en el limite

clasico a soluciones hiperbdlicas, por lo que no corresponden a inserciones de operadores
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locales y podemos identificarlos con nuestros estados normalizables (estados macroscépi-
cos). Por tanto, el espacio de estados normalizables de la teoria de Liouville corresponde
a los primarios |v, > con p real 0 < p < co. Estos estados |v, > estdn relacionados con los
valores a = ip 4+ @) y tiene peso conforme

P>+ Q?

y (3.80)

Cualquier otro valor de a corresponde a estados no normalizables. Normalizaremos estos

estados segiin una funcién delta
< Upluy >=27w0(p — p') (3.81)

La solucion de la teoria de Liouville en la esfera consiste en construir todas las funciones

de correlacién

Gal...aN(xl---zN) =< ‘/al(l’l)...‘/a]\,(l']v) > (382)

En principio estos operadores estan determinados completamente por la estructura del
algebra de OPEs (expansién del producto de operadores). Esto significa que cualquier

funcién de correlacion a N puntos puede construirse utilizando la funcién a dos puntos

D(a)

< Vo(2)V,(0) >= (7)o

(3.83)

que determina la normalizacion de los operadores, y la funcién a tres puntos

C(&l, a2, a3)
Gy azas (T1, T2, T3) = |210| 8= 11=h2 | gy |1 —h2—hs| g4 [h2—h1—hs (3.84)

Si estos objetos son conocidos, en principio cualquier correlador puede construirse utilizan-
do tnicamente la simetria conforme.

Para construir estos correladores a dos y tres puntos [8], resulta util considerar las
representaciones singulares del algebra de Virasoro en esta teoria. Puede verse que los

estados primarios que generan representaciones singulares del algebra de Virasoro tienen

o= %(1 —m) +b(1 —n) (3.85)
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donde m y n son enteros. Dichas representaciones (para b genérico) tiene exactamente un

vector singular en el nivel mn. El caracter de Virasoro para dichas representaciones viene

dado por
¢mn—(e=1)/24
Xmn () = (1—q™) (3.86)
n(q)
Consideremos la representacion singular con a = —b. Como en el caso que los modelos

minimales que estudiamos en el segundo capitulo de esta memoria, los productos que

involucran este operador singular sufren truncaciones. Puede verse que
v—bva = C—I— [Va—b] +C_ [Va—l—b] (387)

donde C son ciertas constantes de estructura. También puede verse que estas constantes
de estructura pueden calcularse en cierto sentido perturbativo (en términos de integrales
de apantallamiento). En el primer término el momento se conserva y para calcularlo no
necesitamos insertar ningin operador de apantallamiento por lo que podemos fijar C', = 1.

El segundo término necesita la inserciéon de un vértice de interaccién —£ i e2b¢

c. = —g / B < Vy(0)V_y(1)e2*@Vpo_y_y(00) >= (3.88)
~ ylab—1-— v?)
") (ab)
donde v(z) =T'(z)/T'(1 — x).
Para calcular el coeficiente D(a) de la funcién a dos puntos vamos a considerar una

funcién auxiliar a tres puntos
< V(1) Vass(x2)Vop(2) > (3.89)

Cuando z esta muy cerca de x; se ve que solo el segundo término de la expansién en

producto de operadores sobrevive y tenemos
< Vo(x1)Vasp(22)Vop(2) >~ C_D(a +b) (3.90)
Por otro lado, cuando z esta muy cerca de zs tenemos por el mismo motivo

< V(1) Viro(22)Voy(2) >~ CD(a) (3.91)
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Si igualamos ambas expresiones tenemos una ecuacion funcional para el coeficiente

D(a+b) 1
D)~ C(a) (3.92)
que tiene por solucion
Dla) = (u(t) @020 ) (3.93)

b*v(2 —a/b+ 1/b2)
Es importante pensar un poco en la dualidad b < 1/b que presenta la teoria. El operador
V_y es dual al operador V_; /. Usando este operador tendriamos una ecuaciéon funcional
dual para el coeficiente D(a) con b intercambiado por 1/b. Ambas ecuaciones resultan
compatibles si reemplazamos la constante cosmoldgica p por una constante cosmologica

dual ji relacionada con p mediante

i (L/8) = (uy () (3.94)

Con esta definicion de i, que estaria asociada a un término de interaccién de la accién
£ [e=2?/% restaurarfamos la invariancia de todos los observables respecto a b — 1/b y
= [

Con métodos similares puede calcularse la funcién a tres puntos [10].

3.2.2. Teoria de Liouville en el Disco: FZZT brana

Para poder introducir unas condiciones de frontera invariantes conformes (y de tipo
Newmann) para la teorfa de Liouville en el disco necesitamos encender una interaccién de

frontera
1
Iy = - / ds(Qk¢ + 2upe’?) (3.95)

donde s es la coordenada en la frontera del disco, k es la curvatura en la frontera y estamos
suponiendo métrica plana en el interior del disco. Si trabajamos con coordenadas tales que
el disco corresponde con el semiplano complejo superior, entonces podemos identificar la

frontera con el eje real. Llamaremos a la constante up constante cosmoldgica de frontera.
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Anadiendo este término a la accién original encontramos una familia uniparamétrica de
teorias conformes parametrizadas por pup. En el caso sin frontera la constante cosmolégica
no era mas que un parametro de escala ya que las funciones de correlacién tenian una

dependencia

X F(moduli) (3.96)

donde X era un numero, en general fraccionario. En el caso con frontera esto no es si y los

correladores pueden depender del pardmetro adimensional y/u%
12
G ~ pX F(moduli, ) (3.97)
]

Vamos a considerar la funciéon de correlacién el disco con un operador insertado

U(aa ILLB)

|z — z|?ha

< Val(2) >pp= (3.98)

Para calcular esto vamos a usar el mismo truco que en el caso de la funcién a dos puntos

en la esfera y estudiar

< Va(@)Vop(2) >y (3.99)

en el caso en que z esta muy cerca de x, como tenemos un operador singular insertado,

podemos escribir
< Va(2)V_p(2) >,p=Ci(a)U(a — b)Gi(x,2) + C_(a)U(a + b)G_(z, 2) (3.100)

donde
|l. _ j|2ha—2h,b

Ge(z,2) = Fi(n) (3.101)

2 — 2[4k

y F. son ciertas funciones de
_(z—a2)(z—7)

C(z—72)(z—1)

Cuando ambos operadores se acercan a la frontera podemos expandirlos en términos de

(3.102)

operadores de frontera

By(s) = ew9) (3.103)
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Correlador a 1 punto con interacciéon de frontera. Condiciones tipo Newmann para el

modo de Liuoville.

Cerca de la frontera el operador degenerado V_; solo nos da dos familias de operadores de
frontera By y B_,. Para completar este calculo necesitamos conocer la integral de apanta-

llamiento

2 [ ds <V.Ali)Bi(5)Bo(00) 5= - LT

Usando estos resultados tenemos una ecuacién funcional

(3.104)

[(—=b* + ab)
T(—1— 202 + ab)

_pl(=1 - b? + ab)
7(=0%)T(ab)

205
I'(—b?)

Ula) = Ula — b) U@+b)  (3.105)

que tiene como solucion

Ula) = %(M7(52))(Q_a)/2br(ab — bQ)F(% — b_12 — 1) cosh(a — Q)ro (3.106)

donde el parametro o esta relacionado con el valor de la razén entre constantes cosmolégicas

2
cosh? o = LB sin mb? (3.107)
Th

Esta expresién satisface la dualidad b — 1/b si cambiamos la constante cosmolégica por
su dual, el parametro s se mantiene invariante y definimos la constante cosmoldgica de
frontera dual mediante

n2

cosh? % = iz sin% (3.108)

Es curioso también ver que se satisface la relacion

U(a) =U(2Q — a)D(a) (3.109)
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con la funcién a dos puntos en la esfera. Cuando a corresponde a un estado fisico, a = ip+Q
con p real, la expresion para U(a) nos queda

U, = 2(uy (b)) "2 (1 + ibp)D(1 + ip/b) 2P (3.110)

p
esta cantidad puede interpretarse como un elemento de matriz entre un estado fisico pri-

mario |v, > y un estado de frontera < By
U, =< By|v, > (3.111)

A este estado de frontera lo asociaremos con una brana en la teoria de Liouville que

llamaremos FZZT.

Propiedades Semiclasicas de la FZZT brana

Consideremos el limite semiclésico (b cercano a cero) para la expresién anterior con p del
mismo orden que b, y s del orden de 1/b. En este limite esperamos que la aproximacién de
mini-superespacio sea valida. Vamos a pensar en la geometria de un cilindro semi-infinito de
radio unidad y consideremos estados en el circulo. El la aproximacién de mini-superespacio
uno tiene en cuenta solamente la dinamica del modo cero

bo L /O Wd:cqb(x) (3.112)

27
despreciando los términos correspondientes a osciladores en el campo ¢. En este limite el
estado |v, > puede describirse mediante una funcién de onda que satisface la ecuacién de

Schroedinger

2
<8%3 42?0V (o) = P4y (0) (3.113)

que tiene una solucion que puede expresarse en términos de funciones de Bessel modificadas
L
I'(—ip/b)

que, cuando ¢ esta en la zona profundamente negativa, tiene el comportamiento asintotico

Up(o) = Kippp(24/ 11/ b2€") (3.114)

Up(do) = €7 + Sye” P (3.115)
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N

Funciéon de onda de la brana FZZT en el mini-superespacio

donde
o D(1+1p/b)T'(1 + ipb)
= —(ury(b?)) /P 11
También se cumple la normalizacion
/w},/% = 2mo(p — p') (3.117)

Para encontrar la funcién de onda en el minisuperespacio asociada al estado de frontera

tenemos que considerar

by, = Deetx J 00 =5 [ 0= EF [, e (3.118)

disco

con condiciones de frontera de tipo FZZT en el borde del disco suponiendo que ¢ = ¢
independiente e la coordenada espacial. Con esta definicién se ve que 15, debe satisfacer

una ecuacién de tipo Schroedinger

1 02
_+ﬁ62b¢0+“_36b¢o)¢]3 -0 (3.119)
m T

(%agbg o

Para resolver esta ecuaciéon en el limite clasico b — 0 vamos a proponer el ansatz
—aeb?o
Vg, =€ *° (3.120)
que al introducirlo en la ecuacion nos da la condicién

a=2ug/b? (3.121)
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Para tener una funcién de onda bien definida en el limite clasico necesitamos renormalizar
la constante cosmoldgica de frontera pup/b* — pp. Con esta renormalizacién también se ve
que p es despreciable con respecto a up en el limite b — 0, con lo que finalmente llegamos

a la funcion de onda

bp, = e~ B (3.122)
para el estado de frontera en el limite clasico.
Usando todos estos ingredientes podemos calcular el elemento de matriz
2 )
< Buloy >= [ 0,y = (1 (%) "L i cos(npo) (3.123)
p

que coincide con el elemento de matriz antes calculado en el limite en el que estamos

trabajando.

3.2.3. Condiciones Dirichlet para ¢: La ZZ brana

En la secciéon anterior consideramos la teoria de Liouville definida en un espacio con
frontera (el disco) y condiciones de frontera tipo Neumann para el campo de Liouville. Con
estas condiciones fuimos capaces de encontrar un estado de frontera que dependia de la
constante cosmologica en la frontera y que pudimos asociar a un tipo de brana, la FZZT
brana. Es interesante considerar si es posible encontrar soluciones tales que las condiciones
de frontera para el campo ¢ sean de tipo Dirichlet. Esto no es tan sencillo como en el caso
de una teoria conforme genérica, ya que al estar relacionado el campo de Liouville con la
métrica de la hoja de mundo de la forma g = e*?§ encontramos que la condicién ¢ =
constante solo resulta invariante conforme en el caso en el que ¢ sea —oo o bien 4o00. El
primer caso no resulta muy interesante ya que en ese punto la frontera tendria tamano
nulo, y corresponderia por lo tanto a una insercién. El caso en el que ¢ ~ 400 la frontera
tiene un tamano infinito y por tanto corresponderd a algo nuevo. Existe un espacio con

frontera que presenta un comportamiento similar: el disco de Poincare o pseudoesfera. Este
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espacio tiene la métrica

4R?
d82 = 62b¢|d2’|2 = m|d2’|2 (3124)

donde R es el radio de la pseudoesfera. Este espacio presenta una frontera en |z| = 1 que
medida con esta métrica tiene una longitud infinita. En términos de las cantidades de la
teoria de Liouville el radio se escribe como R? = 4%1).

Por tanto, estudiar la teoria con condiciones de contorno de tipo Dirichlet es equivalente
a estudiar la cuantizacion de la teoria de Liouville definida sobre este espacio. Lo que
encontraremos sera un numero infinito de soluciones parametrizadas por nimeros enteros
(m,n) que se podran poner en correspondencia con las representaciones degeneradas del
algebra de Virasoro.

Lo tnico que asumiremos en lo que sigue es que el estado saliente creado por el disco
de Poincare el invariante conforme, es decir, que consiste en una superposicién de estados
|v, >. Por tanto las funciones de correlacién a un punto no seran mas que los elementos
de matriz del estado insertado con el vacio saliente correspondiente a la pseudoesfera, o
en otras palabras, lo mas parecido el la teoria de Liouville a la amplitud del disco con
un operador insertado y condiciones de contorno de tipo Dirichlet en la frontera. En esta
seccion utilizaremos coordenadas para el disco de Poincare tales que la métrica se escribe

de la forma

R2
ds® =
§ Imz

(3.125)

donde z esta definida en el semiplano superior y la frontera se encuentra en el eje real. La
simetria conforme nos dicta que la dependencia de cualquier funciéon de correlaciéon viene
determinada por el peso conforme de la insercién

Ul(a)

< ‘/;1(2) >dp: ‘Z _ 2|2ha

(3.126)

La normalizacién vamos a fijarla de la forma usual U(0) = 1. Las propiedades locales de la

teoria no se ven afectadas por las condiciones de frontera. En concreto, las representaciones
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N Pseudoesfera

Correlador a 1 punto en la pseudoesfera. Condiciones Dirichlet para el modo de Liouville.

singulares contintian existiendo. Por tanto los operadores ¢ con
a=(l-—m)/b+ (1 —n)b (3.127)

existen para m y n enteros positivos. Por tanto, podemos usar el mismo truco de las seccio-

nes anteriores para estudiar estas funciones a un punto. Vamos a considerar el correlador
< Vp(2)Va(2') >ap (3.128)

Como ya sabemos, los operadores singulares restringen de forma muy especial a los corre-

ladores en los que se ven involucrados. En particular para el caso que nos ocupa tenemos
VoV~ Vaoy + V;H-b (3129)

Si hacemos un célculo similar al de los apartados anteriores (ver [13] para los detalles)

encontramos una ecuacion funcional para U(a)

D) U(@U(=b)  Ula—=b)  pl(1+6)U(a+b) (3.130)
T(—1—202)T(ab—b2)  T(ab—202—1) (ab— b2 — 1)['(—b?)T(ab) ‘

Esta ecuacién admite muchas soluciones, pero el nimero de estas se ve muy reducido debido

a que también debe de cumplirse la ecuacién dual en la que b se cambia por 1/by p se
cambia por i donde

iy (1/82) = (uy(B)) 7 (3.131)

Puede verse que todas las soluciones de dicha ecuacién funcional pueden expresarse en

términos de la familia parametrizada por los enteros positivos m y n

sin(w@Q/b) sin(rm(a — Q)/b) sin(wQb) sin(mn(a — Q)b)
sin(rm@/b) sin(m(a — Q)/b) sin(rnQb) sin(m(a — Q)b)

Umm(a) = U171(CL) (3132)
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donde la funcién (1,1)

(uy(0°)~*T Q)T (Q/b)Q

Uii(a) = 3.133
4= T - (@ - /5@ - o (15
Llamaremos a la solucién de tipo (1,1) brana ZZ fundamental.
Cuando a = ip + ) podemos interpretar
< Viprg >ap=< ZZ(m,n)|v, > (3.134)

donde |ZZ(m,n) > es el estado de frontera correspondiente a la presencia de una brana
77 de tipo (m,n).

Con esto terminamos la caracterizacion de los diferentes tipos de branas que aparecen
en la teoria de Liouville pura. En la siguiente seccién estudiaremos que es lo que ocurre

cuando acoplamos materia minimal a la gravedad en dos dimensiones.

3.3. Acoplo a Materia

Para describir la teoria de Liouville acoplada a materia, y de paso justificar porque esto

es una gravedad cudntica en dos dimensiones,vamos a considerar la funcion de particién

DgD(mat) _g _
7 = m—to [ /g 1
aif] e (3.135)
donde S,, es la accion de una teoria conforme acoplada a la métrica g de una superficie de
Riemann M.

Las medidas Dg y D(mat) son invariantes bajo difeomorfismos de M pero no frente a

transformaciones de Weyl g — €g. La medida asociada a materia cambia como [52]
D ry(mat) = em=1®) D (mat) (3.136)

donde
L(k) = / V(g OnkOnk + RE + pie®) (3.137)
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Antes de considerar la transformacion de Dg bajo estas transformaciones, debemos fijar
la simetria bajo difeomorfismos. Para esto usaremos el método estandar de Faddeev-Popov.

Fijaremos el gauge

g =€e"g(t) (3.138)

con t los parametros de estructura compleja de M. Parametrizamos las variaciones en la
métrica por

donde hemos fijado coordenadas complejas. Notar que el modo g,; se parametriza por eP.

Por tanto, la medida completa cambia
Dg = Dg..Dg::Dg.; — (dt)det(0.)det(0;)D(D(Dp (3.140)
donde podemos escribir los determinantes como
det(0)det(0) = /D(gh)e_sg” (3.141)

en términos de los campos de fantasmas. La medida de los fantasmas tampoco es invariante

bajo transformaciones de Weyl. Cambia como
Deig(gh) = e~ 10 D (gh) (3.142)
Usando todo esto podemos escribir la funcién de particiéon como
7= / (dt)DypD, (gh) Dy(mat)e~SnSa—0 ] V3 (3.143)
ahora fijemos g = eP§ con lo que la medida cambia con un jacobiano
DergpDerg(gh) Derg(mat) = J(p, §)DgpDy(gh)Ds(mat) (3.144)

La contribucién al jacobiano de la materia y los fantasmas es trivial de calcular con lo
que ya sabemos. La contribucion de p es complicada, pero puede asumirse que la contri-

bucién tomara la forma

/ AU DpOup + 0 Rp + ™) (3.145)
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donde u, v, w seran constantes que determinaremos imponiendo invariancia conforme. Con

esta suposicién podemos escribir
Z = / (dt)DpD(gh)D(mat)e=Sm+Son=J Va(ud™" OmpOup+vRp+uet?) (3.146)

donde ahora la medida de p es la de un campo libre. Z debe ser invariante bajo difeomor-
fismos y depender solamente de g = ePg y no de g. Esto implica que Z debe ser invariante
bajo

dg=eg op=—e (3.147)

esto impone las condiciones sobre los coeficientes

c—26+1
lo que nos determina
25 —c
= =v/2 14
V=i u=uv/ (3.149)

Si sustituimos estos valores en el exponente de la funcion de particién y definimos

25 — ¢ 24
- y - 1
I VT Sl (3.150)

nos encontramos con la acciéon de Liouville

= [ VG 0,00,6+ Qo+ e (3151)

donde Q = /(25 — ¢) /6. Para determinar b tenemos que imponer que e2*?§ sea la métrica
de la superficie, que no es mas que imponer que e?*? sea un operador de peso conforme
unidad. El peso de dicho operador viene dado por h = b(Q) — b), lo que fija Q@ =b+1/by

por tanto

1
b= ﬁ(\/%—c—\/l—c) (3.152)

Una de las cantidades fisicas relevantes en estas teorias de gravedad cuantica con ma-
teria es un exponente critico llamado susceptibilidad. Para definir dicho exponente necesi-

tamos considerar la funcién de particion a area fija

Z(A) = / D¢DXe ®§(A — / %) (3.153)
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donde X representa al resto de campos de la teoria (materia y fantasmas). La susceptibi-

lidad v se define por la dependencia en el drea de Z(A) para A muy grande
Z(A) ~ AL=Dx/2-1 (3.154)

Con este formalismo v puede determinarse usando un argumento de escala. Vamos a
considerar la traslacién ¢ — ¢ + k/2b con k constante. La medida no cambia bajo esta

transformacion y la accién cambia solo en el término de curvatura como
5(% / Jake) = % / Jak (3.155)
por lo que podemos deducir que
Z(A) = e” @2k 77k A) (3.156)
con lo que fijando e¥ = A encontramos
Z(A) = A=@/2-17(7) (3.157)

con lo que v = 2 — @Q/b. Notar que para los modelos minimales de tipo (p, q) encontramos

—2

N

En el siguiente capitulo veremos como podemos reproducir estos resultados utilizando

una aproximacién discreta de la superficie.

3.3.1. Cuerdas Minimales

Construir una teoria de cuerdas partiendo de una teoria conforme no es mas que in-
terpretar nuestros campos de la teoria conforme como materia y acoplarla a la teoria de
Liouville, por lo que para construir una cuerda minimal necesitamos considerar las teorias

conformes minimales que estudiamos en el capitulo segundo acopladas con el campo ¢. Si
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imponemos cancelacién de la anomalia conforme, para el caso de la cuerda minimal M, ,

la constante de acoplo del campo de Liouville debe fijarse a

b=/p/q (3.159)

Que b? sea un ntmero racional hace que aparezcan ciertas simplificaciones en el espacio
de estados fisicos, pero también algunas sutilezas. Una de las simplificaciones consiste en
que no todos los primarios de la teoria de Liouville (parametrizados por a) corresponden a
estados fisicos de la teoria de cuerdas minimal. Para construir estados fisicos de la teoria
de cuerdas lo que tenemos que hacer es vestir los primarios O, s de la teorfa de materia
con un primario de Liouville V,, tal que la combinacién tenga peso conforme uno y
después multiplicar por los fantasmas cc. Llamemos taquiones a este tipo de operadores.

Si imponemos

L=hys— ai,s + % (3.160)
donde
P G e sp)* = (p — @)? (3.161)
’ 4pq
nos encontramos con que los operadores taquiénicos son
T,s = ccO.V,,, (3.162)

G, = DLTAZTAT P (3.163)

’ VP4

donde rq¢ — sp > 0 y al resolver la ecuacién cuadratica para encontrar el valor de a,,

debemos quedarnos con la solucién tal que a, , < Q.
Una sutileza importante que aparece cuando b? es racional tiene que ver con los carac-
teres de los primarios singulares. La férmula para b genérico

thlr,s_(c_l)/24
Xr,s\4) = 1—4" 3.164
(q) e ( ) (3.164)

debe modificarse por varias razones:
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s Diferentes valores de r y s pueden dar lugar al mismo primario degenerado, por lo

que distinguir las diferentes representaciones degeneradas por los pardametros r y s

esconde una redundancia.

Para eliminar esta redundancia vamos a definir
N(t,m,n) = [tpg + mq + np| (3.165)

y denotaremos cada representacién con (¢,m,n) donde 0 < m < p, 0 <n <gqy
t > 0. En la representacién degenerada (¢, m,n) el primario singular asociado tiene

dimension conforme
(p+q)?° = N(t,m,n)?

h(t,m,n) = i

(3.166)

Ahora cada (¢, m,n) corresponde a un tnico primario singular y viceversa.

El médulo de Verma asociado a un primario singular puede tener mas de un vector

singular. Si escribimos
N(t,m,n) = ((t = j)p+m)q+ (jg+n)p (3.167)

para j = 0...t esperamos que por continuidad en b el médulo de Verma (¢, m,n)

tenga vectores singulares en los niveles

((t = J)p+m)(jg+n) (3.168)

con dimensiones conformes

(p+q)* — N(t —2j,n,—m)?
4pq

h = (3.169)

Un vector singular puede por si mismo ser degenerado. Por ejemplo, los vectores
singulares discutidos antes, son degenerados cuando t — 25 # 0. En general lo que
nos encontramos es una estructura complicada de submoédulos de Verma dentro del

modulo original (muy parecida a la que nos encontrdbamos en los modelos minimales).



3.3. ACOPLO A MATERIA 71

Si tenemos todas estas sutilezas en cuenta los caracteres se modifican y quedan [69,70]

t
1 , _
Xeama(q) = = Y (g NU72mm*/pa _ =N (=25m, =) dpa) (3.170)
n=
j
Esta expresion para el cardcter puede escribirse como una suma de caracteres para b genéri-

(610)
[t/2] [(t=1)/2

]
Xt,mn = Z X(t—2§)p+m,n — X(t—2j)p—m,n (3171)
=0

=0

Para t = 0 tenemos Xomn = Xm.n- Istas identidades seran importantes cuando estudiemos
la relacion entre las branas de tipo FZZT y las branas de tipo ZZ en el contexto de estos

modelos.

3.3.2. Anillo Fundamental

Otro conjunto importante de operadores invariantes BRST en la cuerda minimal son los
que componen el anillo fundamental de la teoria. El anillo fundamental consiste en todos
los operadores de dimensién cero, primarios de la cohomologia BRST de la teoria [71]. La
multiplicacién en el anillo se define mediante expansién en producto de operadores cocien-
tando por los estados exactos bajo BRST. Como en los modelos minimales denotaremos
los elementos del anillo fundamental por (A)T,s donder =1,...p—1ys=1...q—1. A
diferencia que en los modelos minimales Om y Op_r,q_s son operadores diferentes, por lo
que el anillo fundamental tendra el doble de elementos que el conjunto de primarios de la
teoria de materia.

Para empezar la construccién del anillo fundamental vamos a considerar el operador
O,.sVa,., de un primario de materia y su correspondiente primario de Liouville degenerado.
Es facil ver que la dimensién conforme de esta combinacién es 1 — rs. Actuando sobre
0,5V, con cierta combinacién de operadores de Virasoro de nivel 7s — 1 obtendremos un

operador perteneciente al anillo conforme (de dimensién cero por tanto)

(3.172)
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donde
_ptg—rg—sp

Qr s
VP4

Por la construccién se ve claro que O, ; tiene momento en la direccién de Liouville a,. .

(3.173)

En el caso de los modelos minimales existe un tinico elemento del anillo fundamental para
un momento en la direccién de Liouville dado a,s parar =1...p—1ys=1...q — 1.
La tabla de multiplicacién para el anillo fundamental puede derivarse usando cinematica

solamente. Cuando p = 0° el momento de Liouville se conserva y por tanto
O,s = 013'057" (3.174)

por lo que todo el anillo es generado por 01,2 y 02,1. El hecho de que el anillo tenga un

numero finito de elementos impone relaciones no triviales sobre los generadores

o' =0 (3.175)

oyt =0 (3.176)

Todas estas identidades deben entenderse médulo operadores exactos BRST.

Cuando p # 0 el dlgebra de operadores de Liouville se modifica
V_bVa = C+‘/a_b ‘l‘ C—‘/a-i-b (3177)

y es facil ver que ello induce una modificaciéon en las reglas de multiplicacién del anillo
fundamental. Vamos a definir
i Lo (3.178)
r = —=Ui9 .
2/l
1

5= O 3.179
{0 NI ( )

Empecemos analizando los operadores O,.;. Es obvio que dicho operador podra escri-

birse como un polinomio de grado r — 1 en la variable ¢, P,_1(¢). Dichos polinomios se

2
®Notar que desde este punto hemos redefinido yy(b*) — g y similarmente para f, asi como £2~(b?) —

u% y similarmente para fip para simplificar las expresiones.
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veran constreniidos por las reglas de fusién

P a(9)Pioa( Zarlkpk 1 (3.180)

donde k = |r — |+ 1,|r = 1| +3,...,min(r +1—1,2p — 1 —r — 1). Estas restricciones en
la suma determinan por si mismas muchos coeficientes de los polinomios sin necesidad de

usar las reglas de fusién. Después de cierto trabajo uno encuentra que

A q(r—1)

07»71 =W ?r Ur_l(g)) (3181)

donde U son los polinomios de Chebyshev de segunda clase. Este resultado se extiende
facilmente a los operadores Ol,s que son generados por Z. Usando OAT,S = OAMOALS puede

derivarse la expresién para los elementos del anillo

N g(r—1)+p(s—1)

Ors=p 2 Uia(2)U,1(9) (3.182)

con las relaciones
U—1(z) = 0 (3.183)
Upi(§) = 0 (3.184)

Al tener las reglas de multiplicacion en el anillo es sencillo analizar los operadores de
tipo taquidnico. La conservacion del nimero de fantasmas implica que los operadores de
taquién serdn un modulo definido sobre el anillo [72]. Usando la representacién de los

elementos del anillo en términos de los generadores se ve que

g(r=1)=p(s—1)

Trs = Ml_SOT,STl,l = 2p Us—l(i)Ur—l(g)Tl,l (3185)

)

Usando esta expresion es facil actuar en cualquier operador taquiénico con cualquier ele-
mento del anillo. Basta con escribir el elemento del anillo en términos de los generadores
y multiplicar los polinomios teniendo cuidado de aplicar las relaciones que mantiene el

numero de elementos del anillo finito.
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Pero persiste el problema de que tengo el doble de elementos en el anillo que operadores
taquidnicos ya que estos estan identificados mediante

pr—gs

Tyrgos =’ 7 Ty (3.186)

Esto nos dice que aparte de las relaciones (3.183) tiene que existir mas relaciones que

se satisfacen solamente en el médulo taquidénico. Si uno impone
(Ug-2(2) = Up—2(9))T}s = 0 (3.187)

puede verse que tenemos garantizada la identificacién entre operadores taquiénicos [73-75].
Esta tltima relacion también puede escribirse en términos de los polinomios de Chebyshev

de primera clase T},

(T(2) = T,(9)Trs = 0 (3.188)

3.3.3. Branas de Liouville y Cuerdas Minimales
Branas FZZT

Vamos a estudiar en esta seccion los estados de brana que aparecen en la teoria de Liou-
ville cuando los acoplamos a modelos minimales M, ,. Para empezar, vamos a considerar
el estado construido como producto tensorial entre un estado de frontera de brana FZZT

y un estado de materia

lo, k, 1 >:/ dpyt(p)|v, > |k, 1 > (3.189)
0

donde (k, ) denota el estado de materia asociado al primario Oy;. La funcién de onda para
Liouville es ¥ (p) donde

—ipy2 L (1 +ip/b)L'(1 + ipd)
K 1P

Y(p) =

cos(mpo) (3.190)

La relacién entre el parametro o y la constante cosmoldgica de frontera ug es

1

L

= cosh? Tbo (3.191)
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Usando esta expresién para el estado de frontera |F'ZZT, > es facil calcular la funcién
de correlacién en el disco (con interaccién de frontera en el borde del disco) y un operador
insertado en el interior del disco. Si consideramos estos correladores, puede verse que se
cumple [15]

i(m'q + n'p)

< Olo,k,l >= < Olo +

1,1 > (3.192)

donde m’ y n’ toman los valores
m = —(k—1),—(k—1)+2 ... k—1 (3.193)
o= —(1—1),-(1—1)+2,...1—1 (3.194)

y O es un operador fisico arbitrario. Esto implica que podemos identificar (despreciando
estados exactos bajo BRST)
okl >=>" \a—i—%,l,l > (3.195)
!
Por tanto, las branas FZZT con k = [ = 1 son una base completa para todas las branas (de
tipo FZZT) en la teoria. Las branas con otros estados de materia pueden pensarse como
compuestas por estos estados fundamentales. Para simplificar notacién vamos a considerar
que siempre estamos trabajando con estas branas (1,1) y vamos a olvidar los indices que
indican estados de materia.
Otra propiedad interesante de las funciones de correlacién a un punto es que son inva-

riantes bajo las transformaciones
o — —0o,0 + 2i\/pq (3.196)

Esto es nuevamente una indicacién de que los estados con o’s que difieran bajo estas
transformaciones pueden ser identificados médulo estados BRST exactos. Por tanto, utilizar
el parametro o complejo para distinguir los diferentes estados de brana FZZT no es buena
idea ya que existe mucha redundancia. Tiene mas sentido definir

TOo
z = cosh —— 3.197
N ( )
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y utilizar z como etiqueta para distinguir los diferentes estados.

Branas Z7Z

Para construir los estados de brana ZZ asociados a estas teorias podemos proceder del
mismo modo que en caso de las branas FZZT y considerar el producto tensorial entre
estados |ZZ > de la teoria de Liouville y estados de materia |k,[ >. Puede verse que en
este caso también podemos fijarnos solamente en el estado de materia |1,1 >, asi que eso
haremos y olvidaremos escribir el estado de materia explicitamente. Cuando hacemos esto
se ve que existen ciertas sutilezas debidas a que b* es racional. Al estar los estados de
brana ZZ en correspondencia con las representaciones degeneradas de la teoria de Liouville
el que b? sea racional afecta al espectro de branas. Como ya estudiamos la férmula para el

caracter de las representaciones degeneradas en el caso de b? racional es

t
1 - —2j,m,n — —2j,m,—n
Xtamn(q) = ;Z(q N(t=2jm.n)?/4pq _ =N (t=2j.m,—n)*/4pq) (3.198)
7=0

La prescripcién para construir un estado de brana ZZ es utilizar esta formula y sustituir

los términos q_N2/4pq/n por estados de brana FZZT con o = iN [15], con lo que tenemos

t

N(t—2j
lt,m,n > = 2:(|z:cos7r ( j,m,n)> (3.199)
pq

TN (t — 2j,m, —n)
pq
= (t+1)(|]z=(—)"cos

J=0

>)

m(mp + ng) -
pq

— |z =cos

(_)t coS W(mq B np)

>)
pq

En la ultima expresion podemos reconocer el estado de brana ZZ con t = 0 luego

tenemos

[t,m,n> = (t+1)|0,m,n > t = par (3.200)

lt,m,n> = —(t+1)[0,m,q—n > t = impar (3.201)
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De aqui, es facil deducir las identidades
lt,m,n >=|t,p—m,q—n > (3.202)

y [t,m,n >= 0 cuando m = p o n = ¢. Es importante recordar que todas estas identidades
solo son ciertas si despreciamos estados exactos BRST.
Finalmente lo que nos encontramos es que podemos escribir los estados de brana ZZ

para estos modelos como diferencias de estados de brana FZZT [21].

Om,n

TTOm,—n
— > —|z = cos — > 3.203
VP4 | VP4 ( )

|0,m,n >= |z = cos

con

Omn = i(nb+m/b) (3.204)

La constante cosmolégica de frontera correspondiente a o, ,, €s

pp = /(=)™ cos mnb? (3.205)

luego los dos estados de tipo FZZT que componen el estado ZZ tiene la misma constante
cosmolodgica de frontera.

Con las diferentes identificaciones que estan en nuestro poder, podemos descomponer
cualquier brana de tipo ZZ en branas ZZ cont =0,1<m<p—-1,1<n<qg—-1y
mq — np > 0. Llamaremos a estas (p — 1)(¢ — 1)/2 branas ZZ principales.. Este conjunto
de ZZ-branas principales es una base completa para el espacio de estados con condiciones
de frontera tipo ZZ.

Examinando las funciones de correlacion a un punto, puede verse que uno puede de
forma consistente asumir que los estados de ZZ-brana fundamental son autovectores de los

generadores del anillo fundamental

Tlm,n > = zy,/m,n> (3.206)

y‘man> = ym,n|m7n> (3207)
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con autovalores

T = (—)mcosT (3.208)
Ymn = (—)”coswgbq (3.209)

Notar que z,,, es basicamente el valor de la constante cosmoldgica de frontera para la

brana ZZ de tipo (m,n).



Capitulo 4

Modelos de Matrices

En este capitulo vamos a introducir toda la tecnologia referente a modelos matriciales
que necesitaremos en capitulos posteriores. La aproximacion discreta a la gravedad cuéntica
en dos dimensiones resulta muy util ya que como hemos visto, los calculos concretos en
la teoria de Liouville son muchas veces complicados. La aproximacién discreta aporta
una intuicién muy importante para entender fisicamente las teorias de gravedad cuéntica.
El problema principal de esta aproximacién es que solo parece funcionar para teorias de
materia con ¢ < 1 lo que tal vez nos aleja demasiado de una teoria realista. Para una
introduccién ver [66-68]

Consideremos un teoria para superficies de Riemann sin materia adicional. La funcién

de particion es
7 = Z/Dge_“A_”X (4.1)
h

donde la suma sobre topologias esta representada por h (el nimero de asas de la superficie),
A es el drea de la superficie A = [ /gy x es la caracteristica de Euler x = ﬁ [ VIR =
2 — 2h. Una forma de calcular la integral sobre las métricas es usando el formalismo de
Liouville, pero también podemos discretizar la superficie, para después del calculo tomar
cierto limite continuo. Si consideramos una triangulacién aleatoria de la superficie (con

tridngulos equildteros) la curvatura pasa a estar concentrada en los vértices. Si denotamos

79
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Triangulacion aleatoria de una superficie.

los vértices mediante el indice i, y N; es el nimero de tridngulos que convergen al vértice
1, la curvatura en dicho vértice sera negativa cuando N; < 6, positiva cuando N; > 6, y
nula si N; = 6. La suma sobre las triangulaciones es un analogo discreto a la suma sobre

métricas y topologias.

Zh:/Dg -y (4.2)

triangulaciones

Al elemento de volumen /g le corresponde s; = N;/3 y el drea total |S| =), s; no es
mas que el nimero de tridngulos. Para la curvatura R corresponde R; = ]2\,—”(1 — Ni) con lo

que
| N,
E/@R:§:1_€:V—F/2:V—E+F:X (4.3)

donde V' es el numero de vértices, F' es el numero de caras y E es el ntimero de aristas.
Aqui hemos usado que para una red triangular 3F = 2F. Puede verse que las triangula-

ciones aleatorias pueden reproducirse si consideramos la integral
e? = /dMe_tr(MQJrgMB/\/N) (4.4)

donde M es una matriz hermitica N x N. La expansion en potencias de g nos genera una

serie de triangulaciones ! en el niimero de vértices. Si el drea de cada tridngulo es la unidad,

ISiendo mas precisos, sus duales
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el término con ¢ describe superficies de drea n con lo que g ~ e~*. Necesitamos e para
que Z sea una expansion en triangulaciones conexas. En los modelos matriciales también
tenemos el pardmetro N. Si redefinimos M — /N M la accién nos queda Ntr(M? +gM?).
Con esto resulta facil calcular la potencia de N asociada a cada diagrama. Cada vértice
nos da un factor de N, cada arista (propagador) da un factor 1/N y cada cara (loop) un

factor N, con lo que la dependencia en N nos queda
NV—E+F — NX — N2—2h (45)

por lo que N ~ e".
Veamos ahora como podemos tomar el limite continuo en estas triangulaciones. Si
expandimos Z

donde Z), da las contribuciones de triangulaciones de genus h, vemos que para N muy

grande solo nos sobrevive Z. Si expandimos Z; en potencias de g [76]

Zo(g) ~ > 0" (g/g)" ~ (9 — g.)* " (4.7)

que es divergente cuando ¢ tiende a un valor critico g.. El limite continuo puede considerarse

como tomar g — g.. Esto de debe a que el valor esperado del area

1
9 —9c

<A>=<n>= %log Zy ~ (4.8)

explota en dicho limite por lo que debemos rescalear el area de los triangulos individuales
a cero para asi mantener el area finita. En principio no estamos seguros de que esta sea
la definicion correcta para el limite continuo, pero si podemos calcular algunas cantidades
en ambos lados veremos si funciona o no. Algo que podiamos calcular en la aproximacién

continua era la susceptibilidad v definida con

Z(A) ~ AL=Dx/2-1 (4.9)
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con A grande. Veremos que esta v puede calcularse también en el limite continuo de estos
modelos de matrices y encaja perfectamente con el calculo en la teoria de Liouville.
El limite anterior es un poco simple, ya que perdemos toda la informacién de genus

mas altos. Si consideramos la expansion en g para h > 0

Zn(g) ~ Zn(v—2)x/2—1(g/gc)n ~ (g — gc)(v—2)x/2 (4.10)

podemos compensar el limite N — oo tomando g — ¢, de tal forma que

1
_ -2 4.11

se mantenga fijo. Con este limite podemos escribir
Z=K"fo+ fit+t K fat ... (4.12)

con lo que retenemos la informacién para todos los genus.

4.1. Polinomios Ortogonales

Vamos a escribir la funcion de particién del modelo de matrices de la forma
e/ = / dMe NIV = / [ dup?e Nz (4.13)

coni=71...N.l;son los autovalores de M. A es el jacobiano de la transformacién corres-

pondiente

A =TJa - 1) = dett! ™ (4.14)
i<j
Para resolver este sistema consideremos un conjunto infinito de polinomios ortogonales

P,(I) con medida
/ dle™™VO P, (1) Pr(l) = hynbyn (4.15)

y la normalizacion fijada por P, = [" + .. .. Es facil ver que A = detP;_;(l;). Desarrollando

los determinantes nos encontramos con que

N-1 N-1
e = N[ hi = N TT £ (4.16)
=0 k=1
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donde f = hg/hi_1. Cuando N — oo el indice k/N deviene en una variable continua £ de

0Oaly fi/N vaa una funcién f(£). En este limite la funcién de particién nos queda
= ey [ a1 - i) (4.17)

Para derivar la forma de f vamos a suponer que V' es par. Los polinomios P, satisfacen

relaciones de recurrencia

an = I'p4+1 + rnPn—l (418)

con r, independiente de [. Si consideramos P,lP,_; podemos deducir que
/ e NV PIP,_1 = Thhp_1 = hy, (4.19)
con lo que tenemos que f, = r,. Si ahora consideramos P/lP, sacamos
nhy, = / e NVPIP, = / e ™ P r,P,_y = Nr, / e "VV'P, P,y (4.20)

que utilizaremos para calcular las r,,.

4.1.1. Funcién de Particion en el Limite Planar

Vamos a considerar el potencial

1
Vo= —(P+1"+0l° (4.21)
29
gV’ = 1+ 2+ 3bl° (4.22)
Usando (4.20) podemos ver que
2 S ,
gn=7rp+ —(rps1 + 710+ 710 1)r + — (10 términos O(r°)) (4.23)

N N?

En el limite de N muy grande el indice n deviene en el indice continuo & y r,,/N — r(§)

Y Tna1/N — r(€ £ 1/N). A primer orden en 1/N nos encontramos que

1
g€ =1+ 60+ 300r° = W(r) = g. + §W"(rc)(r —re)? 4. (4.24)
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donde 7, es el punto donde la primera derivada de W se anula y g. = W (r.). De aqui vemos
inmediatamente que
r—re~ (ge — g&)"? (4.25)
Para conectar esto con la aproximacién continua supongamos que r presenta un com-
portamiento singular del tipo
r—re~(ge— 987" (4.26)
para g cerca de g. y & cerca de 1. El comportamiento de la funcién de particion en este

limite es por lo tanto

%Z ~ /0 (1=8(ge—98) "~ (9. —9)" " ~ ;n”‘?’(g/gc)" (4.27)

Recordando (4.7) vemos que 7 es la susceptibilidad de la gravedad cuantica con materia
asociada al modelo de matrices. Si derivamos dos veces con respecto a x = g. — g nos

encontramos con el comportamiento singular

Z" ~(gc—9)7" ~ f(1) (4.28)
De todo esto vemos que para el modelo de matrices que estamos considerando v = —1/2 lo
que nos dice que la teoria de cuerdas asociada tiene ¢ = 0 luego es la cuerda minimal de tipo
(2,3). Ajustando el parametro b podemos conseguir puntos criticos de orden mas alto, por
ejemplo W’ = W” = 0 lo que nos daria v = —1/3. En general, ajustando los parametros
de V podemos conseguir comportamientos criticos de la forma r — r. ~ (g. — g)*™ que

estardn asociados a exponentes v = —1/m, luego a cuerdas minimales con p+ ¢ = 2m + 1.

4.1.2. Mas alla del Limite Planar

Para estudiar las correcciones a ordenes mas altos en genus debemos retener los términos

a orden mas alto en 1/N

96 = W(r) + 20(©)(r(€ + 1/N) + (€~ L/N) = 20(€) (4.29)
= ge+ W) = )P ++20(O)(r (€ + 1/N) +7(6 = 1/N) = 20(€)) + ..
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y hacer el limite continuo mandando N a infinito al mismo tiempo que mandamos g — g¢..
Ya que g — g. tiene dimensiones de longitud al cuadrado es 1til introducir un pardmetro

—4/5 ;2

a con dimensiones de longitud y definir g — g. = K con a — 0. Para ser coherentes

con lo que explicamos en la introduccién del capitulo se ve que N = a~%/2

con lo que la
cantidad x se mantiene finita en el limite en el que ¢ — ¢g. y N — oo.

En el limite que estamos considerando la funcién de particién esta dominada por la
regién en la que & ~ 1 con lo que es conveniente definir p = (g. — g€)/a?. En esta regién
vamos a suponer que r = 1. + au(p). Si utilizamos estas expresiones vemos que a orden
mas bajo en a tenemos que u? ~ u. Cuando incluimos términos de mayor orden si notamos
que

o ,Pu

r(£+1/N)+r(§—1/N)—27"(£)~N_2a—£2Na 8—M2:au” (4.30)

nos encontramos con que u debe satisfacer la ecuacion diferencial (después de un cambio

de escala en u y p)

p=u?—u"/3 (4.31)

La solucién de esta ecuacion caracteriza el comportamiento de la funciéon de particién
para el modelo (2,3) a todo orden en la expansién en genus. Si consideramos un punto
critico de orden mas alto debemos usar ¢ — g. = k¥02a? y N = a2, de tal modo que
k = N~'(g — g.)7'"*/? se mantiene fijo en el limite en el que @ — 0. Estar en ¢ = 1
corresponde en este caso a u = £2/(772). Suponemos en este caso que 7 = r, + a2 u(pu).

Para un punto critico de orden m el modelo de matrices estara asociado a la teoria
de cuerdas con susceptibilidad v = —1/m. Con un comportamiento r = 7. + a®™u(u)
encontramos que a primer orden u ~ p'/™. La ecuacién diferencial que satisface u pertenece
a lo que se llama la jerarquia KdV de ecuaciones diferenciales.

Para las cuerdas minimales de tipo (p, ¢) el exponente critico corresponde ay = —2/(p+
g — 1). El punto critico de orden m corresponde a modelos con p =2y ¢ = 2m — 1. Para

modelos con p > 2 necesitamos considerar modelos con mas de una matriz.
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4.1.3. Ecuaciones KdV

Vamos a discutir que es este concepto llamado jerarquia KdV. Para esto vamos a
necesitar considerar los polinomios ortonormales asociados al modelo de matrices 1I,, =
P, //h, que satisfacen

/ e VI, = Oy (4.32)

En términos de estos polinomios las relaciones de recurrencia quedan

I, = 4/ h;“nn + Tt/ h;‘lﬂn_l = Qunll,, (4.33)

En notacién matricial podemos escribir [II = QII donde la matriz () viene dada por

Qnm =V Tm(sm,n+1 + \/T_n(sm—i—l,n (434)

Las propiedades de ortonormalidad implican que () es una matriz simétrica. En el limite
continuo () se convierte en un operador diferencial. Si consideramos el punto critico de

orden m y usamos que 7 = 1, + a?™u(p) [43]
Q— (re+ a2/mu)1/2eN713% eV (re + a?/™u)/? (4.35)

que al orden mas bajo puede escribirse
a2/m
Ve

que es un operador diferencial de segundo orden.

Q=2\rc+ (u + rer’07) (4.36)

Otra matriz que podemos definir de forma natural es aquella asociada a la diferenciacién

0

I, = A, 1L, 4.
5l (4.37)

que satisface automaticamente [A, Q)] = 1. La matriz A no tiene propiedades especiales de
simetrfa o antisimetria con lo que es conveniente utilizar la matriz P = (A — AT)/2 que es

antisimétrica y que satisface el mismo conmutador con ) que A

P,Q] =1 (4.38)
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Para determinar el orden del operador diferencial () en el limite continuo vamos a asumir
que el potencial V' es una funcién par de orden 2j. Para m > n los elementos de matriz
A seran no nulos para m —n < 25 — 1. Esto implica que P,,,, # 0 para |m —n| < 2j —1
por lo que tenemos suficientes parametros para terminar en el continuo con un operador
diferencial de orden 25 — 1. La condicién W’ = 0 hace que P sea un operador de tercer
orden, y las condiciones W” = W = ... = WU~ = (0 permiten que P se realice como
un operador diferencial de orden 25 — 1. Después de rescaleos apropiados vemos que para
modelos de una sola matriz ) = xkd?> — u. Para un punto critico simple W’ = 0 el limite

continuo de P es un operador antihermitico P = x3d® — 3x{u, d}/4, y el conmutador es

, 3u2 u” ,
k=[P Q] =4R; = %3(7 - Z) (4.39)

que después de integrar una vez en p es equivalente a la condicién (4.31). La notacién Ry
es convencional para el primer elemento de la jerarquia KdV. A los operadores ) y P se
les llama operadores de Lax del sistema.

En general, la ecuacion diferencial [P, Q)] = 1 puede determinarse directamente en el
limite continuo. Dado el operador @), el operador diferencial P puede construirse como una
potencia fraccionaria del operador ().

Pasemos a considerar ahora modelos con mas de una matriz. Sea un modelo con p — 1
matrices y funcién de particion

p—1

oz / T e tr (St Vi) =S Mudi) (4.40)
1=1

que, diagonalizando todas las matrices puede escribirse como

p—1 N

o7 _ / TTT] dioa ey Sea =N Sttt g (4.41)

i=1 a=1
donde M, con? = 1...p—1 son matrices hermiticas N X N y {{ cona =1...N son los au-

tovalores y A; = []._, (1¢ —1%) son los jacobianos de la transformacién. Mediante expansién

a<b

en diagramas de Feynmann se ve que estamos generando discretizaciones de superficies
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donde el indice i representa los p — 1 estados de materia diferentes que pueden existir en
los vértices. Por tanto Z admite una interpretacién como gravedad en dos dimensiones
acoplada a materia. Puede verse que dichos modelos de matrices corresponden en el limite
continuo a las cuerdas minimales de tipo (p,q) con p > 2.

Podemos definir los operadores (); v P; que corresponden a insertar los operadores
l; vy 0/0l; en la integral que define la funcién de particion. Estos operadores satisfacen
obviamente [P, Q;] = 1.

En el limite continuo N — oo todo este conjunto de operadores discretos se reducen
a un par de operadores diferenciales P y @) de orden g y p respectivamente [43]. Dichos
operadores satisfacen [P, Q] = k. Aqui estamos asumiendo todo el rato que p < g.

En el limite continuo () deviene en un operador de la forma (d = 0,)
Q = KPdP + kP {v, o(p), dP 2} + ...+ 2up(p) (4.42)
El limite continuo de los modelos de matrices se reduce entonces a encontrar soluciones de
[P, Q] = k. Cuando p y ¢ son primos entre si, un operador de orden p que satisfaga (4.38)
con () puede construirse como una potencia fraccionaria de (). Formalmente

QP =rd+> r{e;,d '} (4.43)
i=1
donde d™' es definido tal que satisface d='f = Y22 (=) fWd~7" [77] . Las ecuaciones

diferenciales que nos describen las cuerdas minimales de tipo (p, ¢) viene dadas por

QY. Q) = & (4.44)

donde el subindice + indica que debemos quedarnos solo con los términos que tengan
potencias no negativas de d con lo que P = Qi/p es un operador diferencial de orden q.
Ya que en esta memoria nos vamos a centrar en los modelos con p = 2 vamos a ver en

detalle como funciona esta construccién en este caso. Para los modelos de tipo (2,2m — 1)

(asociados a modelos de matrices con una sola matriz) el operador @ es de la forma

Q = K*d* —u(p) (4.45)
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La expansién formal de Q™~'/2 (que es un operador antihermitico) en potencias de d viene

dada por
2m — 1

m—1/2 _ 2m—1d2m—1 .
Q K 1

K2, AP L (4.46)

Si ahora descomponemos Q™ /? = QT_I/ 2 +QT_1/ ? en potencias negativas y no negativas
de d encontramos que
QTP =3 W e, dH Y} = kY Ry d ) 4 (4.47)
i=1

m—1/2

donde hemos identificado R,,, = e; como el primer término en el desarrollo de () . Para

el caso m = 1 nos encontramos con que Qiﬂ =rdy Ry = —ku/4.
La condicién [Qi/p, Q] = k con p/q = m — 1/2 corresponde a calcular | T_1/2, Q| = k.

Ya que Q conmuta con Q™ /2 tenemos que

Q7 2,Q1 =[Q.Q" (4.48)

pero como @ = k?d? — u y como la parte derecha de la ecuacién anterior solo puede tener
potencias positivas de d vemos que solo el término que lleva la potencia d~! en la expansién

~1/2 . T
de Q™ /? nos dard contribucién distinta de cero, luego

Q7 2,Ql = 4R, (4.49)
Si integramos | T_l/ 2, Q)] = K con respecto a p encontramos simplemente
cRy(u) =p (4.50)

donde hemos introducido una constante ¢ para tener en cuenta posibles cambios de escala
de u y p (notar que todos los términos de R, tiene el mismo grado, es decir 2m).

Es facil ver que los objetos R, satisfacen una simple relacién de recurrencia. De la

identidad Q™ /2 = QQ™ /2 = Q™ 1/2Q) se puede deducir que

m 1 e —
T = QUTPQ+ QYY) + (R d)s (4.51)
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de la que es sencillo sacar que
/ ]‘ /1! / 1 /

m

Esta relacién de recurrencia nos determina todos los R,, imponiendo que todos los R,, con

m # 0 se anulen en u = 0. Con esto podemos calcular los primeros R,,

1
Ry = 5 (4.53)
1
Rl = —Zu/{ (454)
3 1
R2 = (1—6u2—ﬁu”)/€3 (455)
o 3 o " 1 2 1 (4)\ .5
= (vt 4 — “u?) - — 4.
R; ( Tk +32(uu +2u ) T VK (4.56)

con lo que los operadores P quedan

B2 B m%{u, d} (4.58)
oot Bubnn e

Con estos objetos podemos determinar el comportamiento de la funciéon de particién
para las cuerdas minimales (2, ¢). Puede verse [78] que para describir modelos con p > 2 no
es necesario considerar modelos con p — 1 matrices, sino que basta utilizar modelos de dos
matrices. Considerando solo dos matrices tenemos suficiente libertad en los coeficientes de

los potenciales para terminar con operadores Py () de ordenes ¢ y p en el limite continuo.

4.2. Loops en la Red

Vamos a considerar en modelo de una sola matriz hermitica N x N con funcién de
particion

e? = / dMe=NtrV (M) (4.60)
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Loop microscépico creado por la insercion de étrM 8

En la expansion de esta funcién en diagramas de Feynmann la insercion del operador

Ltr " (4.61)

crea un vértice del que salen k aristas como se ve en la figura. Esto en la triangulacién
se interpreta como que dicho operador ha creado un agujero en la superficie de longitud
k (siendo mas precisos ka donde a es la longitud del lado del tridngulo). Por tanto, en el
limite continuo el tamano de estos agujeros sera nulo. Al operador se le da el nombre de
loop microscépico.

Para obtener en la superficie agujeros de tamano macroscopico debemos tomar el limite
continuo en que que el tamano de los tridngulos va a cero y a la vez tomar k£ — oo de
modo tal que el tamano del agujero al final sea finito.

Después de lo que hemos visto en el formalismo de polinomios ortogonales es claro que

ya que en limite continuo

a2/m

Q=2\r.+ (u + 1:.K207) (4.62)

N
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2/m

si mantenemos ka*™ = 2r.{¢ fijo mientras tomamos a — 0 y kK — oo entonces

1
Eter — et (4.63)

Con esto, podemos escribir el operador de loop macroscopico en la red como

1
W(L) = NtreLM (4.64)

donde L es una especie de potencial quimico para la longitud de la frontera del agujero.
Este operador tiene el mismo limite continuo . Para analizar superficies con agujeros en

la aproximacién discreta vamos a definir el resolvente

R(z) = /0 h dLe™" W (L) (4.65)

Definiendo x = up, podemos interpretar pp como la constante cosmolégica discreta de

frontera. La ecuacién anterior puede pensarse como el analogo en la aproximacion discreta

de
Z(up) =Y e "4 Z(A) (4.66)
A=1
que relaciona las funciones de particion a area fija y a constante cosmolégica fija en la apro-

ximacion continua. Si queremos expresar el operador de loop macroscopico como funcién

de la constante cosmolégica de frontera debemos realizar la transformacion integral

W(z) = — /0 h %e_“W(L) (4.67)

4.2.1. Ecuaciones de Loops

Para calcular R(z) podemos usar las ecuaciones de Loops [79-81] para el modelo de
matrices.

Las ecuaciones de loop se derivan de el hecho de que la funcién de particion debe
ser independiente de cambios de variable. Para organizar cambios de variables arbitrarios

vamos a considerar

M — M+

- (4.68)
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donde e es el pardmetro infinitesimal de la transformacion. Bajo este cambio

trvV(M) — trV(M)—l—etr;//E]\]Q (4.69)
dM — dM(1+eN2R(z)?) (4.70)

si insertamos estas transformaciones en la funcion de particiéon e imponemos que esta sea

invariante a primer orden en e nos encontramos con

1 %
< R(z)? >= v <tr—7;

> (4.71)

Vamos a expandir esta ecuacién en 1/N. R esta normalizado de tal modo que la expansién

de < R > en 1/N empieza a O(1)

1
< R(x) >~< R(x) >p=0o +m < R(x) >p=1 +... (4.72)

Al considerar el valor esperado < R(z)? > podemos separar las contribuciones conexas de

las no conexas

< R(z)? >=< R(z) > +% < R(@)? >, (4.73)

donde el segundo término corresponde a las contribuciones conexas. Si expandimos V'
como un polinomio en x — M con coeficientes que son polinomios en x encontramos que

< R(x) >p—o debe satisfacer

< R(z) >}_, —V'(z) < R(x) >p—0 + < Q >=0 (4.74)
donde
1 1
— = 1/(k+1) = _ k—1
Q 1521 k!V (x)Ntr(M x) (4.75)

Usando este resultado es trivial ver que para el caso del modelo Gaussiano (V = M?/2)

< R(z) >no= %(m V29 (4.76)
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4.3. Fermiones Libres

La razén principal por la que los modelos de matrices son totalmente resolubles es
que pueden demostrarse equivalentes a sistemas de fermiones libres. Esta representacion
en términos de fermiones libres nos va a permitir discutir de forma rigurosa el limite
continuo para operadores de loop macroscopico. Al estudiar el formalismo de los polinomios
ortogonales vimos que los correladores podian expresarse como integrales de potencias de
los autovalores [ multiplicados por un jacobiano A. Si interpretamos dicho jacobiano como
el determinante de Slater de una teoria de fermiones libres, podemos definir el campo de

Fermi
U(l) = ianqbn(l) (4.77)

donde v, son las funciones de onda ortonormales construidas usando los polinomios orto-

gonales P,

onll) = \/1h_Pn(l)e‘NV(”/2 (4.78)

y {ana a;fn} = 5nm
Los correladores en el modelo de matrices N x N pueden obtenerse calculando correla-

dores en el mar de Fermi definido por

N> =0 n>N (4.79)

allN> =0 n<N (4.80)
Para demostrar esto vamos a definir el operador
Op = / dIUT ()™ (1) (4.81)

ya que es facil ver que

< Ht,,ﬂMm >— e—Z/dMHt,r,Mnie—NtrV(M) =< N| HOlnl N > (482)
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Fermiones libres en un potencial V. Con N fermiones llenamos los /N niveles mas bajos

para construir el “vacio” [N >.

y también que en este formalismo

O (4.83)

R(z) = O (4.84)

4.3.1. Distribuciones de autovalores

El teorema de Wick nos dice que todos los correladores pueden escribirse en términos

de la funcién de Green a dos fermiones
GV (I, 1) =< NI (L) ()N > (4.85)

Esto implica que para definir correctamente el limite continuo debemos estudiar el com-
portamiento de G%)(ll, l3) cuando N — oo. La parte diagonal de Gﬁ) es la densidad de

autovalores

p(l) =GR (1,1) (4.86)
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ya que si definimos p(l) como la probabilidad de encontrar un autovalor [ entonces es

sencillo demostrar que
N

G, = % <Y -1 > (4.87)

1=1

Gg\?) tendra soporte en un intervalo / (o una unién de intervalos en casos mas complicados).
Para estudiar la densidad de autovalores lo mas sencillo es considerar correladores del
resolvente R(x). De la definicién del resolvente vemos que solo estard bien definido fuera
del eje real ya que M tiene autovalores reales. La discontinuidad de R(x) en el eje real
serd la densidad de autovalores. La solucién para la ecuacién cuadratica para < R(x) >,—o
nos muestra que las raices definen puntos de ramificacién para < R(z) >,—¢, y como p(l)
es la discontinuidad de < R(z) >p—, €l soporte de la densidad de autovalores a genus cero
sera un intervalo o una unién de intervalos.

Para el caso Gaussiano con V(M) = M?/2 el resolvente es

< R(x) >n_o— %(x ) (4.88)

lo que nos da una densidad de autovalores
1
p() =GP1,1) = V22— P (4.89)

Que el soporte de las funciones a dos fermiones sea finito tiene importantes consecuen-

cias en el comportamiento no analitico en x. Si consideramos la funciéon a un punto

1 1 1 [ G200
— N 4.
< R(x) > N<t7’x M>N/Idlx l (4.90)

vemos que la dependencia no analitica en x viene de las contribuciones en la integral en [
en el borde del intervalo I. Estas contribuciones no analiticas son precisamente las partes
universales, que son las que nos interesan en ele limite continuo. El comportamiento no
analitico aparece cuando llegamos al borde de la distribucién de autovalores.

En el ejemplo del modelo Gaussiano si © = x, + 0z = /2 + dz encontramos para la
densidad de autovalores una funcién no analitica (6z)'/? que corresponde a una amplitud

de loop < W(L) >~ L7372
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4.3.2. Superficies de Fermi y Limite Continuo

Si utilizamos la relaciéon de recurrencia

lwn =V Tn+17vbn+1 + \/E¢n—1 (491)

podemos escribir

N-1

< NUH(1)U(l)|N >= Z V(1) n(l2) (4.92)

_ Y1) (la) — Y (la)n ()
= VTn+1 ll _ l2

con lo que basta estudiar el limite continuo de las funciones de onda ortonormales por si
. . . 2
solas para analizar el limite continuo de GSV)(ll, ls).
Recordemos que tomar el limite continuo en estos modelos cerca de un punto critico de

orden m consiste en tomar

N 1—a®(u— pr) (4.93)
Na*t/m = g1 (4.94)
rn — Tet+a?™u(p) (4.95)

a« — 0 (4.96)

Las relaciones de recurrencia nos dicen que las funciones 1) tiene un limite bien definido

cerca del borde de la distribucién de autovalores I,
Un(le + a®™x) — a®(p, x) (4.97)

donde a" es un factor de normalizacion y 1 es autofuncién del operador de Lax

QY = (K*d* —u)y = 2 (4.98)

A esta funcién v se le da el nombre de funciéon de Baker-Akhiezer asociada a los operadores

de Lax. Es facil ver que la accién de P sobre la funcién de Baker-Akhiezer es

_ oY
Py = rgm (4.99)
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AV

Hr

El limite continuo se define haciendo un zoom en el borde de la distribucién de

autovalores.

Pasemos a estudiar en esta formulacién el ejemplo Gaussiano con V(M) = M? y funcién
de particion

e? = / dMe=NtrV (M) (4.100)
Para este potencial las funciones de onda ortonormales son

N1/4
- 2n/27r1/4\/m

donde H,, son los polinomios de Hermite con representacion integral

Un(l) H,(VNI)e N/ (4.101)

H,(x) = % /_+OO dt(z +it)"e ™" (4.102)

Si utilizamos la aproximacién de fases estacionarias, encontraremos dos puntos estacio-
narios para [2 # 2. Para [> < 2 nos encontramos con una funcién oscilante mientras que
para [? > 2 la funcién de onda es cero a todos los ordenes en la expansién en 1/N. La
regién que mas nos interés es aquella en la que [ esta infinitesimalmente cerca de £v/2,
que corresponde al borde de la distribucién de autovalores. En ese punto, los dos puntos

de fase estacionaria se juntan y si hacemos simultdneamente N — ooy | — I. = /2
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V2 — 2?2

El limite continuo revela una estructura en el borde de la distrubuciéon de autovalores.

podemos encontrar un limite bien definido que capture la contribucién de la distribucion

de autovalores en el borde. Para este caso

n

Na® = k! V= 1—a’p I =V2(1 +d*2) (4.103)

donde tomamos a — 0 dejando p, , x fijos. Nos encontramos

(—1/6

lima—oa' (1) = —7

—+00
/ dieits ™% @u)+its /3 (4.104)

que puede escribirse en términos de la funcién de Airy como

1 LT+
H1/621/4A7'( 12/3 )

limg_oa" 9, (1) = (4.105)

luego el limite continuo de los polinomios de Hermite en el modelo Gaussiano es la funcion

de Airy. El borde de la distribucién de autovalores esta en v = 0 y esta viene dada por
p(l) = (Ai")? — 1k~ 2/3(Ai)? (4.106)
El comportamiento asintético de esta funcién viene dado por

p(l) ~ %l1/46_2l3/2/3“ [l — +o0 (4.107)

~ (=DY? - —x (4.108)
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Vamos ahora a volver al caso general y a considerar el comportamiento de la funcion

de Green a dos fermiones en la region cerca del borde de la densidad de autovalores

G(l.+ RAUT T aQ/m:EQ) — a_2/ch($1, To) (4.109)
donde
Go= [ dublyn.an)iln o) (4.110)
HUF
Para demostrar esto basta ver que el limite continuo de
N-1
< NIU(1)T()IN >=Y " (1) n(la) (4.111)
n=0

_ Y1 (L)Y (la) — Y (la)Pn ()
= Vi W

€S

G.= (pr, ©1)'(pp, 22) — (pp, 22)" Y (pr, 21) (4.112)

Ty — T2

Si en esta expresién tomamos la derivada con respecto a ppr encontramos

Oup Ge = =V (pp, 21)Y(1p, T2) (4.113)

que tras integrar de nuevo nos da (4.110). Las contribuciones no analiticas viene de la
contribucion de la integral sobre [ cerca del borde de la distribucién de autovalores. Para

estudiar esto podemos usar una teoria de fermiones con expansion

wmszwwwm (4.114)

donde ¥ (u,x) es la autofuncién del operador de Lax Q (la funcién de Baker-Akhiezer).
Dicha funcién es entera en x, tiene un comportamiento oscilante para r — —oo y debe
decaer exponencialmente para x — +o00. Puede verse [82] que esta ultima condicién solo
es cierta cuando el punto critico del modelo de matrices asociado es de grado impar, por lo
que podemos decir que los modelos de una sola matriz con un punto critico de grado par no

tiene un limite continuo bien definido en dicho punto critico. Si tomamos como definicién
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de cuerdas no perturbativas el limite continuo del modelo de matrices asociado, podriamos
decir que las cuerdas asociadas a estos puntos criticos inestables no tiene una extension no
perturbativa.

Los osciladores satisfacen

a(@lpr> = 0 p<prp (4.115)
al(Wlpr> = 0 p>pp (4.116)
{a(),a' (1)} = 6(n—p) (4.117)

En particular amplitudes de Loops en el continuo pueden obtenerse usando el limite

continuo del operado de creacién de loops macroscépicos en el modelo de matrices
W(L) = /d:)se””L\IfT(:E)\If(x) (4.118)

Aunque estamos integrando = en todo el eje real la integral es convergente. Si estudiamos
en detalle el comportamiento asintético de la funcion de Baker-Akhiezer se ve que decae

_em4+1/2 . ., ;.
z™7/k (para m impar) fuera de la regién de soporte cldsico de

exponencialmente como e
la densidad de autovalores y que es oscilante dentro de dicha regiéon pero con un crecimiento
de tipo algebraico, lo que permite que la integral exista. Para m par la funcién de Baker-

Akhiezer es exponencialmente creciente fuera de la region cldsica por lo que la integral

anterior no existe.
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Capitulo 5

La Geometria de la Cuerda Minimal

Hasta este momento, el tnico espacio que estamos considerando es el de la hoja de
mundo de la cuerda, sin preocuparnos de sobre que espacio se estan moviendo las cuer-
das. En este capitulo vamos a intentar analizar la geometria del espacio ambiente para
estas cuerdas minimales. Para definir este espacio utilizaremos el méduli de las diferentes
branas que aparecen en la teoria, ya que con ello capturamos directamente los efectos no

perturbativos que puedan aparecer.

5.1. Superficie Auxiliar X,

Para empezar este estudio vamos a considerar la integral funcional en el disco sin ningtin
operador insertado con condiciones de frontera tipo FZZT en la frontera del disco ®. Dicho
correlador dependera de las constantes cosmolégicas tanto en la frontera como en el interior

del disco pup y p. Si derivamos con respecto a p tenemos
0,® =< ccVap >, (5.1)

que puede calcularse facilmente con lo que ya sabemos (usando p = i(—2b+ Q))

_ 1 1/2b2 _
0,0 = 20— 1)u cosh(b — 1/b)wo (5.2)

103
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donde nos hemos olvidado de la dependencia en el estado de materia ya que este es inde-
pendiente de las constantes cosmoldgicas y hemos fijado cierta normalizacién para ®. Si
integramos esta expresion con respecto a p tenemos

b2
b = mu(lﬂ/bz)/z(lf cosh wbo cosh T /b — sinh wbo sinh o /b) (5.3)

Por tltimo, podemos diferenciar esta expresion con respecto a upg con lo que tenemos

8., ® = p/? cosh o /b (5.4)

uB

De forma similar podemos considerar la FZZT definida en términos de los pardmetros

duales ji y fip. En términos de o la constante cosmoldgica dual de frontera queda
i = jicosh® o /b (5.5)

Puede demostrarse [9,11-13] que todos los observables de la teorfa son invariante bajo b —
1/b, cambiando las constantes cosmoldgicas por sus duales. Por tanto la brana dual nos da
una descripcion completamente equivalente de las condiciones de frontera de tipo FZZT. En
cambio, la funcién ® no es invariante bajo esta dualidad. Si hacemos las transformaciones

nos encontramos con la funcién dual

R b? 1
o= 1_7[)4#(1’2“)/2(@ cosh wbo cosh o /b — sinh wbo sinh o /b) (5.6)

donde ® # & aunque las funciones a un punto si son invariantes bajo la dualidad. Si
derivamos con respecto a fip tenemos

A

8, ® = a2 cosh who (5.7)

Hasta el momento no hemos usado que b*> = p/q.Vamos a ver que pasa cuando esto ocurre

(estamos considerando la cuerda minimal M, ,). Para empezar definamos las variables

KB 8#13
r = — Y= = 5.8
N Vi 8
i o= LZ _ in® (5.9)

=y
Vit

=
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Las expresiones para las derivadas con respecto a las constantes cosmologicas de frontera
de las amplitudes en el disco ® y ® pueden escribirse ahora como ecuaciones en estas nuevas

variables

Fle,y) = Ty(x) = T(y) =0 (5.10)

F(2,9) = Ty(&)—Ty(§) =0 (5.11)

Si pensamos en x e y como coordenadas complejas, nos encontramos con una superficie
de Riemann X, , definida por F' = 0. Al cumplirse F(x,y) = F(y,z) se ve que la brana
dual da lugar a la misma superficie de Riemann. De las identidades anteriores es trivial
ver que & =y y que y = .

Queremos interpretar esta superficie como la geometria asociada a las cuerdas minima-
les. Las definiciones que hemos dado de g e y implican que podemos pensar en la amplitud

en el disco como integrales de uno-formas sobre X, ,

o = ,u% ydx (5.12)
A ptq x%
¢ = g2 | ady (5.13)

Yo

donde ¢ e yy son puntos arbitrarios sobre la superficie (esto tiene en cuenta la ambigiiedad
asociada a que solo sabemos calcular 9,®). El que ® # ® nos dice simplemente que xdy
e ydx son formas diferentes de X, ,. Aunque no sean de la misma forma, si es cierto que
solo difieren en una forma exacta (esto refleja que los observables si son invariantes bajo
la dualidad)

ydr + xdy = d(xy) (5.14)

por tanto, tanto la brana FZZT como su dual describen la misma fisica.
Si interpretamos [ ydxy [ zdy como potenciales efectivos Uefs(z) y U, 7£(y), integrando
la ecuacion anterior vemos que los potenciales estan relacionados mediante una transfor-

maciéon de Legendre

Ueps(x) = 2y — Uess(y) (5.15)
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Con lo que se ve que x e y se comportan como una coordenada y su momento conjugado
en la superficie de Riemann.
El parametro z que definimos en el capitulo tres también tiene una interpretacién

geométrica clara. al estar z relacionado con las coordenadas de nuestra superficie mediante
z=Tp(z) y=T4(z) (5.16)

podemos interpretar z como el pardmetro de uniformizacién de la superficie X, ,. Dicho
parametro de uniformizaciéon presenta problemas en ciertos puntos, en los que dos valores
de z corresponden a un tnico valor de (z,y). En estos puntos la superficie de Riemann es
singular y podemos pensar en ellos como ciclos de tipo A en la homologia de la superficie
que hemos llevado a volumen nulo. Estas singularidades corresponden a los puntos de la

superficie

Tmn = (=)™ cosmnp/q (5.17)

Ymn = (_)nCOSﬂ-mQ/p (518)

que viene del par de valores de z

+
oy TUMAE D) (5.19)
’ prq

dondem=1...p—1,n=1...¢q—1y mqg—mnp > 0. Con lo que tenemos (p —1)(¢ —1)/2
puntos singulares en la superficie. Estas singularidades pueden encontrarse directamente
de la ecuacién de la curva resolviendo las ecuaciones usuales I’ = 0, F = 0, F = 0.

Fijandonos en estas singularidades es facil dar una interpretacion geométrica para las
branas de tipo ZZ. Se ve que las singularidades nos reproducen las posibles posiciones de
las branas ZZ en la superficie de Riemann X, ,. Por tanto, las branas ZZ principales estan
localizadas en las singularidades de la superficie.

El que podamos escribir los estados de ZZ como diferencias de estados de FZZT también

tiene una interpretacién geométrica. Si pensamos en las branas FZZT como integrales de
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Superficie de Riemann para el modelo (2, 5).

linea de uno-formas en la superficie, podemos pensar en las branas ZZ como integrales
sobre ciclos cerrados de la superficie que pasan por el punto singular. Si la singularidad
corresponde a un ciclo de tipo A en la homologia de la superficie entonces la amplitud de

la brana ZZ sera una integral sobre el ciclo B conjugado de A.

ptq

Gy =p2 [ ydx (5.20)
B

5.1.1. Cortes de Ramificaciéon y Superficies de Riemann

La apariciéon de la superficie de Riemann tiene su origen en que la amplitud en el
disco de la brana FZZT es una funcién multivaluada en pp. Si consideramos pp como
una coordenada (compleja) en el méduli esta claro por las relaciones anteriores que 0, ®
es una funciéon multivaluada en el plano complejo definido por pp. Esta multivaluacién
implica que en el plano complejo up aparecen cortes de ramificaciéon que caracterizan
cierta superficie. Por tanto para definir correctamente la amplitud de la brana FZZT como
funciéon del moduli debemos considerar que pp es la coordenada en una superficie de
Riemann definida por F(z,y) = 0. De esta ecuacién se ve que el numero de hojas de la
superficie viene determinado por p. Para el paso p = 2 tenemos que la ecuacion que define

la superficie de Riemann es
1+ T, ()

—
y 2

(5.21)
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que en el plano complejo x puede verse como una linea de ramificacién del tipo raiz cuadra-
da que se extiende desde —oo hasta hasta el cero mas pequeinio de 1+7,(x) que corresponde
a x = —1' El resto de soluciones de 1+ T,(z) = 0 son puntos de ramificacién aislados
y corresponden a singularidades en la superficie de Riemann. Al ser 7, un polinomio de
grado ¢ el niimero de estas singularidades es ¢ — 1 que nos fija el genus de la superficie. La
resolucion de las singularidades en el plano complejo x se ve como abrir lineas de ramifica-
cién de tamano finito donde antes teniamos puntos singulares aislados, que es equivalente

a dar un tamano finito a los ciclos A en la homologia de la superficie.

5.2. Superficie Auxiliar y Modelos de Matrices

La descripcién en términos de modelos de matrices surge de forma natural si pensamos
en la superficie X, ,. La brana FZZT corresponde al operador de loop macroscopico en
el modelo matricial donde x parametriza los autovalores de la matriz e y representa al
resolvente. La estructura analitica de la superficie determina el comportamiento critico del
modelo de matrices.

Para describir los modelos minimales de tipo (p, ¢) pueden usarse varias representaciones
en términos de matrices [34,35,83-89]. Aqui nos centraremos en la llamada modelo de dos
matrices [89]. Dicho modelo corresponde a dos matrices hermiticas aleatorias N x N que

denotaremos por X e Y. La funcién de particion es
Zyy = / dXdY e o T ViR -XY) (5.22)

En el limite planar N — oo los autovalores de X e Y son descritos por distribuciones
continuas que pueden determinarse usando la estructura de la superficie X,, ,. Por poner un
ejemplo, para p = 2 la superficie corresponde a un recubrimiento doble del plano complejo,

con los autovalores localizados en las lineas de ramificacion de la superficie.

ICon una eleccién adecuada de fases por supuesto.
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En estos modelos de dos matrices los resolventes se definen

1
R(z) = tTX—x

- 1
R(y) = trY —

(5.23)

(5.24)

Estos resolventes pueden calcularse para los modelos minimales de tipo (p, ¢) [34,35,83-86]

R(z) = (z+Va2—1)Y 4 (z — Va2 —1)¥” (5.25)
Rly) = W+ V2 =D+ @y —Vy2— 1" (5.26)

Es facil ver que y = R(x) y que = = R(y), y que estas relaciones son equivalentes a T} (y) —
T,(z) = 0 que es la ecuacién que define nuestra superficie X, ,. Por tanto identificamos
el autovalor x con la constante cosmoldgica de frontera y los loops macroscépicos con
la brana FZZT y su dual. El que solo existan estos dos tipos de loops macroscépicos es
consistente con el hecho de que solamente existen dos tipos de branas FZZT (relacionadas
por dualidad).

El identificar las coordenadas (x,y) de la superficie de Riemann con los autovalores de
X e Y nos indica un modo para avanzar mas alla del nivel arbol en la cuerda minimal.
En la seccién anterior mostramos que en cierto sentido las variables (x,y) son un par de
variables conjugadas. Esto resulta natural en el modelo de matrices ya que cuando hacemos
el limite continuo ambos conjuntos de autovalores devienen en operadores diferenciales [43]

que satisfacen

@, Pl =& (5.27)

En la seccién siguiente desarrollaremos mas estas ideas, que en principio nos permitirian
cuantizar la geometria X, ,. Ya que la estructura analitica de y como funcién de z era
precisamente lo que nos definia la superficie de Riemann (en la aproximacién del disco)
podemos dar una definicién exacta de dicha superficie utilizando la identificacién con el
modelo de matrices. En el contexto matricial resulta posible calcular cual es la estructura

de cortes de ramificacién de y como funcién de x mas alla del nivel arbol, ya que el limite
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continuo es capaz de reproducir la expansién en genus de la teoria de cuerdas. Una vez
calculado el resolvente exacto en el limite continuo, mirando su estructura de cortes de
rama tenemos la estructura cuantica de la geometria en la que estas cuerdas se mueven.
Como veremos, la modificacién es muy importante, ya que a nivel exacto vamos a encontrar
que la amplitud de la brana FZZT es una funciéon univaluada en x con lo que no aparece
ninguna superficie de Riemann y la geometria del méduli se reduce al plano complejo. La
aparicion de cortes de ramificacion en el limite clasico esta relacionado con lo que se conoce
como fenémeno de Stokes que estudiaremos mas adelante.

En esta memoria vamos a discutir exclusivamente modelos con p = 2 que en términos
de modelos matriciales pueden estudiarse utilizando modelos de una sola matriz. Para

modelos del tipo (2, ¢q) la curva viene dada por
2y* = T,(v) + 1 (5.28)

y el potencial efectivo V,;s(x) para los autovalores se obtiene integrando y con respecto a
z. El modelo de matrices asociado tiene una sola linea de ramificacion situada en el eje
real del plano x entre x = —o0o y x = —1 como ya vimos, y ciertos puntos de ramificacién
aislados.

Usando el potencial efectivo podemos tener una imagen mas fisica de las branas ZZ en
el modelo de matrices. Las singularidades de de la superficie corresponden a puntos en los
que y = T7(x) = 0. Esto en términos del potencial efectivo significa que las singularidades
son maximos o minimos del potencial efectivo. Por tanto, podemos interpretar las branas
27 como autovalores del modelo de matrices localizados en puntos extremos del potencial
efectivo. Para crear branas ZZ debemos mover autovalores fuera de la linea de ramificacién
(que identificamos con el mar de Fermi del modelo de matrices).

Es importante darse cuenta de que los extremos del potencial efectivo donde situamos
las branas ZZ no son necesariamente maximos del mismo. Es facil ver que las branas ZZ

de tipo (1,n) estdn situadas en minimos del potencial para n par y en maximos para n
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impar. En esos puntos el potencial toma valores

2
Vers(a) ~ (=) sin = = (5.29)

mientras que el nivel de Fermi esta situado en V.;y = 0. Por tanto, si hacemos caso a
la férmula anterior, todos los minimos del potencial estan situados por debajo del nivel
de Fermi, lo que introduce una inestabilidad en estos modelos al poder darse procesos de
efecto tunel que hagan que un conjunto de autovalores del mar de Fermi decaigan a estos

minimos.

5.3. Geometria Cuantica

En esta seccion vamos a estudiar que le ocurre a la geometria de la superficie cuando
ponemos a funcionar las correcciones cuanticas. Para hacer esto vamos a centrarnos en
la descripcién de la teoria como modelo de matrices que nos permitird capturar estas
correcciones en el limite continuo.

Como ya hemos visto, las cuerdas minimales de tipo (2, ¢) tienen una descripcién dual

en términos de un modelo de una sola matriz hermitica M, con funcién de particion
7 = / dMe=NtrV (M) (5.30)
En el modelo de matrices el loop macroscépico corresponde al valor esperado

1
<Wi(z) >=< Ntr log(x — M) > (5.31)

que en el limite continuo corresponde a la amplitud en el disco ®. y el resolvente R(z) =
0. W (x) corresponde a la coordenada y de la curva auxiliar y x corresponde a la constante
cosmolégica de frontera (como vimos en la seccién anterior). La amplitud completa para la
brana FZZT no corresponde solamente a la amplitud del disco, ya que debemos sumar todas

las contribuciones de hojas de mundo con un ntimero arbitrario de fronteras. En el contexto
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del modelo de matrices esto puede implementarse exponenciando el loop macroscépico con

lo que tenemos que la amplitud completa para la brana FZZT vendria dada por
MW@ = det(z — M) (5.32)

en la descripcion matricial.

En el modelo matricial podemos calcular el valor esperado de esta cantidad y se obtiene
< det(x — M) >= Py(z) (5.33)

donde P;(x) son los polinomios ortogonales asociados al modelo de matrices que estemos

considerando.

5.3.1. Limite Continuo

Vamos ahora a tomar el limite continuo (N — o0) de las expresiones anteriores para
recuperar los correladores de branas en los modelos minimales de tipo (2,¢). Vamos a
centrarnos en el caso de una tnica brana. Para tener un limite bien definido no debemos

considerar solo el determinante [90] sino

U(z) = ﬁe_m/(x)/zdet(z M) (5.34)

donde V es el potencial del modelo de matrices y hy es la constante de normalizacion del
polinomio ortogonal Py. La funcion de particién para la FZZT brana en el limite continuo

vendra dada por una funcién de z y la constante cosmolégica p
<VU(x) >=<(z,pn) > (5.35)

que vendra caracterizada por la condicion de que debe cumplir
QY=uay P =kt (5.36)

donde P ~ ki9di+ ...y Q ~ k2d* + ... los operadores de Lax asociados con el modelo de

matrices. Aqui d = J, y los operadores deben cumplir

[Q.P] =& (5.37)
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como ya estudiamos. Estas ecuaciones diferenciales sobre 1) no determinan la funciéon de
manera univoca. En los modelos que tengan una definicion no perturbativa consistente
la funcién se determina imponiendo decaimiento exponencial para x muy grande. En los
modelos que no admiten una definicién no perturbativa no es posible imponer esta ultima
condicién. La funcién 1 es conocida como la funcién de Baker-Akhiezer de la jerarquia
integrable definida por P y ). Una de las propiedades de esta funcién es que es entera en
x (no presenta puntos de ramificacién). Por tanto, el valor esperado del determinante es

una funcion entera en x.

5.3.2. El resolvente y su Estructura Analitica

Sabemos que el valor esperado del determinante es una funciéon entera de x. Veamos

que ocurre en el caso del resolvente definido por

1 1
R(x)zﬁ<trx—M

> (5.38)

Usando la expresiéon para el determinante, es facil deducir una expresion para el resol-

vente en términos de polinomios ortogonales

R(z) = / NG (5.39)

oo T —1
donde
1 hn , ,
pn(l) = N Byt (Un-1 (DY (1) — Yy (DY (D)) (5.40)
y Uy = ﬁe_N V2P, son las funciones ortogonales del modelo matricial y las primas

indican derivadas con respecto a [. Cuando tomamos el limite continuo, la funciéon de onda

1 deviene en la funcién de Baker-Akhiezer ¢ (z, ). Por tanto, el resolvente exacto es

R(z) = /OO a2 (5.41)

e =1

con

pﬁ(l) ~ H2(8ﬂw(lv :U’)alw(lv :U’) - w(lv M)ﬁualw(lv M)) (542)



114 CAPITULO 5. LA GEOMETRIA DE LA CUERDA MINIMAL

De estas expresiones, podemos definir p, como la distribucién cudntica de autovalores.
Al ser la funcion de Baker-Akhiezer entera en [ el resolvente sera analitico en todas

partes salvo en el eje real, donde tendra una discontinuidad
R(z +ie) — R(x — ie) = 2mip,(x) (5.43)

Este hecho, contrasta con la situacion clasica, en la que el resolvente presentaba una dis-
continuidad semi-infinita. Esta nueva situacion nos permite definir dos resolventes Ry y
R_ que se obtienen continuando analiticamente R(z) al eje real, partiendo del semiplano

superior o del semiplano inferior

Ri(z) = /C dl 5“@[ (5.44)

con lo que tenemos que R = R, cuando I'mz >0y R = R_ cuando Imz < 0 y se cumple
R, — R_ =2mip, (5.45)

para todo el plano complejo x. Tanto R, como R_ son funciones enteras en x.

Consideremos ahora el limite clasico. En este limite el resolvente debe reducirse al
resolvente clasico, con un corte semi-infinito a lo largo del eje real. Es trivial ver que
R, tiene el limite clasico apropiado para x en el semiplano superior y el limite clasico
viene dado por R_ cuando z esta en el semiplano inferior. Continuando analiticamente los
limites clasicos asi obtenidos encontraremos el corte de ramificacién y la segunda hoja de la
superficie de Riemann. Es importante notar que debemos tomar primero el limite clasico,
para después continuar analiticamente. Si lo hacemos al revés, nunca veremos la linea de
ramificacién, ya que tanto R, como R_ son funciones enteras de x.

Por tanto, es imposible definir globalmente el resolvente dada la discontinuidad en el
eje real, pero podemos definir mediante continuacién analitica un par de resolventes que
son funciones enteras en z. Por tanto, cuando uno tiene en cuenta los efectos no pertur-

bativos la superficie de Riemann desaparece y se ve reemplazada por el plano complejo.
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Para recuperar la superficie, debemos primero tomar el limite clasico y después continuar

analiticamente.

5.4. El Modelo Gaussiano

Para ver como funcionan todas estas ideas, vamos a considerar el ejemplo mas sencillo
que consiste en el modelo (2,1). Esta teoria corresponde a la llamada gravedad topoldgica
[91-93] y desde un punto de vista matricial corresponde al modelo Gaussiano. Dicho modelo

de matrices puede representarse por
o200) _ / dMe VMg (5.46)

donde M es una matriz hermitica N x N. La presencia de una brana FZZT puede repre-

sentarse por

<det(x — M) >=e* / dMdet(z — M)e NtrM*/9 (5.47)

que puede escribirse como una integral sobre N fermiones x
e—Z/deXdXTexT(m—M)x—NWMQ/g — /dXdXTewax—g(xTx)Q/N (5.48)
que puede transformarse finalmente en
)N/2 zv'N

= —\/N ds(x + is)Ne_N52/g = (i Hy(

< det(x — M) >

) (5.49)

donde Hy son los polinomios de Hermite (el conjunto de polinomios ortogonales del modelo
Gaussiano).

En el limite de N muy grande con g ~ 1/N los autovalores de la matriz M estédn
localizados en el intervalo (—+/2,v/2) del eje real. El limite continuo corresponde con hacer
un zoom al final de la distribuciéon de autovalores poniendo en el mismo punto los dos

minimos del exponente de la integral. Para parametrizar el limite continuo en este caso
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podemos usar

r — \/5(1+%x) (5.50)
g — 1—adu (5.51)
s — (i—ask'?)/V2 (5.52)
N — a3} (5.53)
a — 0 (5.54)

y p es la constante cosmolégica de la teoria. Haciendo este limite es facil ver que

“+oo

¢(ZIJ’,,LL) — e—Nw2/2£] < det(m _ M) >_>/ dS€iR72/3(w+“)s_i83/3 (555)

que es reconocible como la funcién de Airy

)
Y(z,p) = AZ(W) (5.56)
Esta funciéon satisface
QY=uay P =kt (5.57)
donde

Q=rd*+pn P=rd (5.58)

que satisfacen [P, Q] = k.

La funcién de Airy es entera en todo el plano complejo . Es oscilatoria en el eje real
para r < —pu (donde cldsicamente esta la linea de ramificacion) y decae exponencialmente
para x > —pu. Por tanto, no nos encontramos con una superficie de Riemann con dos hojas

Xo,1 como en el limite clasico, sino simplemente con el plano complejo.

5.4.1. Resolvente Cuantico

Vamos a estudiar en detalle la estructura analitica del resolvente para este ejemplo. La
distribucion cuéntica de autovalores queda

z
pe(l) ~ kY3 A7 (2 s gy LR

123

)2 (5.59)
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que es positiva en todo el eje real. Si utilizamos las expansiones asintéticas para la funcion

de Airy

. 1 _op3/2
AZ(LU) ~ W@ 2 /3 ‘CL'T’g(LU)‘ <7 (560)

sin(E + %(—x)gﬂ) arg(x) = (5.61)

.
VA=A

se ve que el limite clasico de la densidad de autovalores en el eje real es

{ Ak _

Il{lir(l]p,i(l) R M)e l>—u (5.62)
—(I

limpo(t) = YUy (5.6

Consideremos ahora el resolvente cuantico. Como p, es positiva en todo el eje real
dicho resolvente debe presentar una discontinuidad en todo el eje real. Si definimos los dos

resolventes R, y R_ entonces (fijamos u = 0 para que las formulas queden mas sencillas)

Ri(z) — B_(2) ~ 2—26—423/2/3“ (5.64)
esta discontinuidad es pequena en la regién en la que |arg(z)| < /3 (que llamaremos
regién I) y grande cuando 7/3 < |arg(x)| < m (regién II). Por tanto la discontinuidad
no perturbativa que tenemos pequena en la region I es muy grande en la regién II. En
la region II el resolvente R_ nos da el comportamiento clasico correcto en el semiplano
inferior y R, en el superior. Para encontrar la segunda hoja de la superficie de Riemann
tenemos que tomar primero el limite clasico en R, en la unién de la region I y el semiplano
superior. El corte de ramificacion en z < 0 solo aparece si despreciamos las correcciones
no perturbativas. Una vez hecho esto, ya podemos continuar analiticamente por la linea

de ramificacién para encontrar la segunda hoja.
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II

Estructura de regiones en el plano complejo x

5.4.2. El Fenémeno de Stokes

Consideremos un momento la amplitud completa para la brana FZZT en el limite

continuo

+oo
'l/)(ZL',,u) _ 6—Nx2/2g < d6t(l’ _ M) >_)/ dsein*2/3(x+u)s—is3/3 (565)

La aproximacion semiclasica consiste en quedarse con la contribucién a la integral de

los extremos del exponente. Esta integral tiene dos extremos en (fijamos p = 0)
<s>=+r"13/—z (5.66)

por tanto, semiclasicamente para cada x hay dos posibles valores de s que dan la contribu-
cion dominante. Estos dos posibles valores de s son los que ponemos en correspondencia con
las dos posibles ramas de la superficie de Riemann. El problema esta en que cuando consi-
deramos la integral completa nos encontramos con una funcién entera de z. Esto de debe
a que aqui esta jugando un papel el conocido como fenémeno de Stokes. Dicho fenémeno
consiste en que la continuacion analitica de la expansion asintética de una funciéon en una
regién no tiene por que coincidir con la expansién asintdtica en otra regién?.

La funcién de Airy es un ejemplo clasico para ilustrar este fendmeno. En la regién para

2Para mas detalles, ver el apéndice
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x muy grande y positivo

: 1 —22%/2/3

Queremos continuar analiticamente esta expansion para encontrar el comportamiento

., . . (o \3/2
de la funcién para x muy negativo. Encontramos que Ai ~ e(=%)""/3_ Pero hay un proble-
ma, ya que sabemos que el comportamiento asintdtico de la funcién de Airy para x muy

negativo es

W sin(X® 4+ 2 (—2)¥2) (5.68)

Ai(z) ~ 173
que es una combinacion lineal de los dos puntos extremos de la integral.
Lo que esta ocurriendo es que en el transito entre x positivo y x negativo estamos
cruzando una linea de Stokes en
27

arg(z) = i? (5.69)

Donde las lineas de Stokes son los lugares donde las contribuciones de los extremos de una
integral aparecen o desaparecen.

Con esto aprendemos que la aproximacion semiclasica es valida, pero al buscar la res-
puesta cuantica debemos sumar a todos los extremos. Ya que puede haber fenémeno de
Stokes no todos los extremos contribuirdn necesariamente en las diferentes regiones asintoti-
cas.

Por tanto, la geometria cuantica (el plano complejo ) es muy diferente a la geometria
clasica (la superficie de Riemann). Las correcciones cuanticas modifican drasticamente la

geometria en la que las cuerdas se mueven.
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Capitulo 6

Sistemas Mecanicos

Unidimensionales

Este capitulo es completamente independiente de los anteriores, y versa sobre la descrip-
cién semiclasica para modelos integrables unidimensionales. La forma en la que atacaremos
el problema sera considerando el sistema en el espacio de fases y definiendo su funcién de
Weyl-Wigner asociada. En el siguiente capitulo se vera porque este formalismo resulta ttil

para entender la geometria de las cuerdas minimales.

6.1. Sistemas Integrables

Por sistema clésico integrable unidimensional entendemos aquel que tiene una constante
de movimiento (que podemos identificar tipicamente con la energia del sistema) lo que
permite resolver exactamente el sistema. Como ejemplo tipico vamos a considerar una
particula de masa m = 1/2 que se mueve en un potencial V'(¢). La constante de movimiento

en este caso es la energia del sistema y viene dada por

E=p*+V(g) (6.1)

121
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donde p es el momento clasico y ¢ la coordenada. La mecéanica cuantica nos dice que la
funcién de onda independiente del tiempo asociada a dicho sistema 1)(q)(asociada al estado

de energia E) satisface una ecuacién de Schroedinger del tipo

2 %Y
—h*—+ V(g = E¢ (6.2)
dg?
Que puede escribirse de la forma
>y p*g)
d—q2 + 2 Y =0 (6.3)
donde
p’(q) =E—V(q) (6.4)

Por tanto, resolver el problema mecanocuantico se reduce a encontrar las soluciones de
dicha ecuaciéon de Schroedinger. Dicha ecuacién es en general imposible de resolver de
manera exacta, por lo que resulta ttil considerar la aproximacion semiclasica que consiste
en suponer que A es una constante pequena y construir la solucién como una expansion
en términos de ella. La forma mas sencilla de construir dicha expansion es usando la

aproximaciéon WKB que consiste en suponer que la funcién de onda es de la forma
¥(q) = /" (6.5)

donde ¢ = ¢o + ho1 + Ry + . ... Si sustituimos en la ecuacién y expandimos en términos

de h encontramos que deben cumplirse las ecuaciones

d¢0 2 2 o
~Cgg (@ =0 (6.6)
¢y doody
T g g (6.)

junto con un conjunto infinito de ecuaciones que involucran las funciones ¢,, con n > 1. Este
conjunto de ecuaciones puede resolverse iterativamente con lo que llegamos a las soluciones

WKB del sistema

_ Ay et S @ A o1 Jp@)
0la) = (er i o0+ Loty o) 63
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donde A, son practicamente constantes en las regiones donde la aproximacion es valida.
Vamos a adoptar la notacién para las fases de esta solucién aproximada f = [ p(q)/k. Si

escribimos la ecuacién de Schroedinger en términos de ¢ nos queda

.,

(dq> + h—+p2(q)=0 (6.9)

dq?
con lo que vemos que la aproximacion no puede ser valida cerca de los puntos en los
que p*(q) = 0 (puntos de retorno clésicos). Esto se refleja en la funcién de onda en las

divergencias que la aproximacién WKB de aparecen en dichos puntos.

6.2. Parametros de Stokes

Para estudiar que le ocurre a la funcion de onda del sistema cerca de estos puntos
de retorno vamos a considerar primero que podemos decir acerca de como cambian las
constantes de la aproximacion WKB A, cuando cruzamos un punto de retorno. Para ello

vamos a suponer que la funcién de onda es de la forma

i A_ 7
_ M i e = 7 [pl)
O +p(q)1/26 ' (6.10)

donde ahora A son funciones de ¢q. Puede verse que dichas funciones satisfacen

A 1 40 3 100 (6.11)

dqg  2p(q) dq
con lo que vemos una divergencia para la variacion de las mismas en los puntos de retorno
clasicos.
Para estudiar la variacion de estas constantes vamos a extender ¢ a valores complejos
y a invocar dos principios que vamos a imponer sobre el comportamiento de la funciéon de

onda

1. Principio de Realidad: Para el caso de V' (q) real siempre es posible fijar las constantes
de tal modo que encontremos dos soluciones reales linealmente independientes de la

ecuacion de Schoedinger sobre el eje real.
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Principio de Dominacién exponencial: Este principio nos fija la forma en la que varian
las funciones A4 cuando nos movemos a lo largo del plano complejo ¢. Si nos situamos

en las lineas del plano complejo en las que la fase es imaginaria pura

f(q) = +ilf(q)] (6.12)

la funcién de onda adopta la forma

_ A pn . A s
¥(q) Q) +p(q)1/2 (6.13)

con lo que el segundo término es el dominante a menos que A_ sea excepcionalmente

pequeno. Sobre estas lineas los coeficientes varian segin las ecuaciones

dAL 1 dp(q) Lo
— A_et2f (@)l 6.14
dqg — 2p(q) dg ~ T (6.14)

con lo que vemos que A_ no cambia significativamente en esta regién del plano com-
plejo, mientras que A, si lo hace. Por tanto el valor de A, cambiara cuando crucemos
dichas lineas del plano complejo. La regién en la que sea A_ cambia vendra marcada

por las lineas del plano complejo que satisfacen
fl@) = =il f(q)] (6.15)

Estas lineas en las que la fase es imaginaria pura son las llamas lineas de Stokes y
son muy importantes ya que delimitan las regiones en las que se produce un cambio
significativo en las constantes de la solucion. Las lineas en las que la fase es real se
llaman lineas de anti-Stokes y corresponden a puntos en los que los coeficientes A4
son constantes lejos de los puntos de retorno. Dichas lineas de Anti-Stokes corres-
ponden a las lineas de ramificacién que aparecen en principio en la funciéon de onda.
Como veremos, el andlisis preciso del comportamiento a ambos lados de los puntos
de retorno y las reglas de conexién a ambos lados del punto de retorno eliminan di-

chas ramas dando lugar a una funcién de onda perfectamente univaluada. Con toda
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esta informacién podemos enunciar el principio de dominacién exponencial del modo
siguiente: Los coeficientes Ay solo cambian al cruzar una linea de Stokes en la que
la exponencial a la que acompanan es subdominante; el cambio sera proporcional al

coeficiente que acompana a la exponencial dominante

Como ejemplo veamos el caso en el que cruzamos una linea de Stokes en las que A_
acompana a la exponencial dominante (sobre dicha linea f = +i|f]). Los coeficientes de la

solucion WKB a ambos lados de la linea de Stokes viene dados por
A% = A + A" (6.16)
AC = AL (6.17)

donde « es el pardmetro de Stokes asociado a la transicién.
Para ver como funciona esto en casos concreto vamos a considerar un punto de retorno
clasico en g = 0 tal que

P’ = —aq (6.18)

en la vecindad de dicho punto. Cerca de ¢ = 0 la fase viene dada por

flg) = ;—hq?’/z (6.19)

con lo que encontramos las lineas de Stokes situadas en arg(q) = 0, i%’r, y las de anti-
Stokes en arg(q) = £%, 7. En la linea con arg(q) = 0 la exponencial dominante es la
asociada a Ay y para la linea con arg(q) = 27/3 la exponencial dominante es la asociada
a A_.

Si queremos encontrar la relacion entre los coeficientes en el eje real negativo y los del
eje real positivo vemos que estamos cruzando dos lineas de Stokes con lo que debemos
introducir 2 pardmetros de Stokes independientes o y (. Si denotamos por Al los coefi-
cientes en el eje real negativo y por A% los coeficientes el eje real positivo y aplicamos el

principio de dominacién exponencial nos encontramos que

Az = AL + Al (6.20)
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Anti—Stokes

Stokes

Estructura de lineas de Stokes para un punto de retorno de primer orden.

A% = BAL + (1 +aB)AL (6.21)

Si ahora aplicamos el principio de realidad y fijamos AL = e*(/4=#(donde hemos
fijado este valor concreto para simplificar las expresiones), nos encontramos con que en el

eje real negativo
2cos(f(q) —p+ 1)
P~ 4 6.22
O (0:22)

mientras que en eje real positivo

0 ((ie™ ™ + ae™e™V 4+ (ige™™ 4 (1 + aBe™))e ) (6.23)

1p(q)|'/?

Aplicando ahora el principio de realidad para esta solucién en el eje real positivo podemos

encontrar que los parametros de Stokes quedan fijados salvo una fase
a=—i (6.24)

0=

 2sinf (6.25)

La fase € no queda fijada por este método y es necesario recurrir a aproximaciones mas
sofisticadas [94]. Con todo esto es facil ver que fijando = 0 la funcién de onda resultante

queda independiente de dicha fase con lo que encontramos la regla de conexion

cos(|f|—F) e M
<>
|p|1/2 2|p[1/?

(6.26)
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.* Anti—Stokes

Stokes

Estructura de lineas de Stokes para un punto de retorno de segundo orden.

sobre el eje real a ambos lados del punto de retorno. Notar que la funcién de onda resultante
no presenta lineas de ramificaciéon en ninguna parte del eje real como debe ser para las
soluciones de una ecuacién de Schroedinger con potencial univaluado.

Para el caso en el que p? = —aq? cuando estamos cerca del punto de retorno en ¢ = 0
la situacion es similar.

Nos encontramos lineas de Stokes en arg(q) = 0,£7/2, 7 por lo que para encontrar
las reglas de conexion para el eje real positivo y negativo tenemos que introducir tres
parametros de Stokes independientes. La imposicion de los principios de realidad nos dejan
sin fijar tres parametros reales con lo que este método no resulta excesivamente util para
estudiar la funcién de onda en este caso. Veremos en la siguiente seccién como el método

de la aproximacién uniforme nos dard mas informacion.

6.3. Aproximacion Uniforme

Nuestro problema basico consiste en encontrar soluciones de una ecuacién tipo Schroe-

dinger

d*y(q)
dq?

+ H(q)¢(q) =0 (6.27)
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Para resolver dicho problema podemos intentar resolver una ecuacion mas sencilla del

mismo tipo
d*(s)
ds?

+G(s)o(s) = 0 (6.28)

donde G(s) sea similar a H(q) pero mas sencilla por lo que la ecuacién sea mas sencilla de

resolver. Si expresamos ¢ en funcién de ¢ como

Y(q) = t(q)d(s(q)) (6.29)

~1/2

es trivial ver que fijando t(q) = (ds/dq) nos fija s(g) como solucién de la ecuacién

ds

ds ds
dq

)1/2d_2 ds
dqg’  dg?

(==)"? (6.30)

Hg) = (507G~ ( o

y la condicién que fija el que H y G sean lo suficientemente similares viene dada por la

condicién
— (= —(= <<1 6.31
g ) (6.31)
con lo que que tenemos que
ds H. i
— = (= 6.32
- (632
y podemos escribir nuestra solucién aproximada
G(s(q
wlq) = (CEWygs(q) (6.33)
H{(q)

Veamos que ocurre si consideramos un punto de retorno clésico en ¢ = 0 tal que p? > 0
para valores negativos de ¢ y p? < 0 para valores positivos. Ya que tenemos que resolver

la ecuacion

+p*(9)(q) =0 (6.34)

vamos a considerar la funcién G(s) tal que sea constante e igual a +1 para valores negativos

de s y —1 para valores positivos. La ecuacion simplificada que tenemos que resolver es

d2i28)+¢(s) — 0 s<0 (6.35)
d2¢(8)—¢(s) — 0 s>0 (6.36)

ds?
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que tiene por soluciones ¢ = e** para s < 0y ¢ = e** para s > 0. Si utilizamos entonces

la relacién entre s y ¢
Z—Z _ 7% (6.37)
nos encontramos con que las soluciones 1(q) son las soluciones usuales WKB. Por tanto
vemos que una simplificacién tan drastica de la funcién p?(q) nos hace perder toda la
informacién del comportamiento preciso de la funcién en el punto de retorno.
Para estudiar el comportamiento en el punto de retorno vamos a considerar primero

que p? = —aq cerca de dicho punto y consideremos la funcién de prueba G(s) = —s. En

este caso la ecuacién simplificada que debemos resolver viene dada por

d*¢(s)
ds?

—s¢(s) =0 (6.38)

que tiene como soluciones las funciones de Airy Ai(s) y Bi(s). La relacién entre s y ¢ en

este caso viene dada por

2

3 = [ sta/m= 1) (6.39)

y por tanto la solucién cuando tenemos un punto de retorno de este tipo viene dada por

b(a) = (D174 Ai(s(g) + bBi(s(0))) (6.40)

donde a y b son constantes. De hecho pueden encontrarse formas precisas de conexién [94]

que nos fijan el comportamiento de la funcién de onda sobre dicho punto de retorno

cos(|f] = 2) iy

Para el caso en el que en la cercania del punto de retorno en ¢ = 0 el comportamiento

2

de p? = —az? la funcién de prueba que tenemos que considerar el G(s) = —s? con lo que

la ecuacion a resolver es
d?o(s)

g2 s%¢(s) = 0 (6.42)

que tiene por solucién las funciones parabdlico-elipticas D_ /2(:t%). Como en el caso

anterior, también se pueden encontrar reglas de conexién precisas utilizando las expansiones
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asintoticas de dichas funciones [94] con lo que encontramos

.y d 1
e s s e
V=)D o (——=) — 2172 6.43
|p[/2 (dq) vl \/5) R TE (643)
y también
el/! —1/a,48\ 1/ S eV
PEE 27Y (d_q> / D—1/2(+\/§) —27Y e (6.44)

con lo que tenemos el comportamiento para las funciones de onda sobre el punto de retorno.

Como vemos, esta aproximacion uniforme elimina las singularidades que aparecian en la
aproximaciéon WKB en los puntos de retorno clasicos. Como veremos en el ltimo capitulo
de esta memoria es posible relacionar esta aproximacion uniforme con correcciones no
perturbativas en el contexto de la cuerda minimal que eliminan las lineas de ramificacién

que aparecen en la amplitud de la brana FZZT.

6.4. Formalismo de Weyl-Wigner

Consideremos un sistema general con un grado de libertad descrito por un par de
operadores conjugados (p,q). Sea un operador a expresable en términos de p y ¢. La

correspondencia de Weyl relaciona este operador a con una funcién A(p, q)

Ap,q) = %tr[d / dQ / dPet (-DQHa-0)P)] (6.45)

y la inversa de esta transformacion es

a :% dq/dpA(p, q)/dQ/dPeTi((ﬁ_p)Q“q_Q)P) (6.46)

donde todas las integraciones van de —oo a +00.

A(p,q) es una funcién cudntica que depende de i y que difiere de la funcién clasica
correspondiente al operador a excepto cuando A = 0.

La funcién de Wigner f(p,q) corresponde a fijar el operador a = %W >< 1|, donde

|th > es el estado cudntico que f representa. Podemos escribir

1 —i IO
Fo0) = 5 [ 4@ [ dpei9nn < ek (6.47)
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usando que [¢q, [¢,p]] = [P, [G,p]] = 0 podemos hacer directamente una de las dos integra-

ciones. Al final tenemos

1 —2i
f(p,q) = %/dxe%pw <qg+zimr><yYlg—zx > (6.48)

con lo que de ve que la funcion de Wigner es real.

De las formulas anteriores se sigue que

/ dof = | <plt>[? (6.19)
/ dpf = | <qlt> P (6.50)

Cuando |¢ > esta normalizado a la unidad tenemos también

/dq/dpf —< Y >=1 (6.51)

El valor esperado en el estado [¢) > del operador a viene dado por

<Ylaly >= /dp/qu(p, q)f(p,q) (6.52)

Algunas propiedades del comportamiento semiclasico de la funcién de Wigner f pueden

obtenerse usando la identidad

(I >< ¢))? = ¢ >< 9| (6.53)

que aplicando la correspondencia de Weyl nos da

fp,q) = %/d‘h/dQ2/dp1/dp2f(plaQI)f(p27Q2>C059 (6.54)

donde

0 = %(pl(q — @) +p2(r — @) + 02 — 1)) (6.55)

En [95] encontramos que condiciones debe cumplir f para representar un estado puro. La

condicién para que [¢) > sea un estado puro implica la cota

[f(p.@)l <2/h (6.56)
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lo que implica que f es una funcién acotada, salvo quiza en el limite clasico h = 0. Si

/dq/dpf2 :% (6.57)

que es divergente en el limite clasico, lo que no ocurre en la integral de f. Puede verse

integramos sobre p y ¢ tenemos

también que

limn—of = hf? (6.58)

con lo que en el limite clasico la funciéon de Wigner es o cero o infinito.

6.5. Limite Clasico de Sistemas Integrables

Un sistema integrable es aquel en el que tenemos tantas cantidades conservadas inde-
pendientes como grados de libertad. Para estos sistemas la trayectoria en el espacio de
fase esta confinada clasicamente a un toro de dimensién igual al nimero de grados de
libertad. En el caso de un solo grado de libertad clasicamente el sistema se mueve en una
curva cerrada en el plano de fase determinada por la energia del sistema (que es la tinica
cantidad conservada que necesitamos). Dicha curva cerrada determina p como una funcién

multivaluada de ¢. Para el caso unidimensional de una particula en un potencial

p(q, E) = £/2m(E — V(q)) (6.59)

Para estudiar estos sistemas resulta tutil utilizar el formalismo de variables angulo-

accion. La coordenada accién se define por

I(p,q) = % / pdq (6.60)

donde 7 es la curva cerrada en el plano de fases donde el sistema esta clasicamente. Los

puntos sobre dicha curva estan parametrizados por las variables angulo

a=0r5(q,I) (6.61)
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donde S es la accién dependiente de las coordenadas

S(g. 1) = /quq (6.62)

y o es un punto cualquiera de la curva clasica.
Las variables o e I son variables conjugadas en el espacio de fases y estan relacionadas
con p y ¢ mediante una transformacién canénica que tiene por funcién generatriz a S(q, I).
Los autoestados del hamiltoniano |¢); > corresponden a una determinada curva en el
espacio de fases ; y tiene asociados un valor de la variable accién [I;. Para estudiar el
limite clasico de la funcion de Wigner f vamos a fijar uno de estos valores I; y a estudiar
la funcién de Wigner asociada al estado [¢); > que denotaremos por f;.

Las autofunciones < g|¢; > serdan combinaciones lineales de las funciones WKB
< qlthi >y, C|det|/e 51 (6.63)

que son las soluciones semiclésicas del problema de Schroedinger asociado. C' es una cons-

tante de normalizacion y el indice k£ denota los valores de S correspondientes a las diferentes

ramas de la funcién multivaluada p(q). Para nuestro caso k = +, —. Para el caso unidi-
mensional

det = ———* 6.64

‘ 0q01 (6.64)

Si queremos evaluar la funcién de Wigner en un punto (p, q) cerca de la curva clésica,
deberemos fijar la rama de la funcion p(q) tal que (p, q) este efectivamente cerca de la curva.
Para ese punto, solo la rama que cumpla esa condicion contribuird en el limite clasico a la
funcién de Wigner. Por tanto, podemos escribir

2

C ;
filp,q) = —h/dxeﬁ(S(q”’l")_S(q_x’li)_sz)|detdet|1/2 (6.65)
T

donde
9*S(q+x,1;) 0?°S(q — x, )

detdet —
crae 9qo1 9qo1

(6.66)
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Para encontrar el limite cldsico tenemos que fijar z = 0 en (6.66) y expandir el exponente

en (6.65) a primer orden en x usando la relacién

945(q,I) = p(g, 1) (6.67)
con lo que llegamos a
Fp.) = 1281 [ dwekvani e — ¢ Bis(p - pig, 1) (6.68)
si fijamos C? = 1/27 y cambiamos variables de p a I tenemos
filpa) = 5-01p,0) — 1) (6.69)

con lo que nos encontramos que clasicamente la funciéon de Wigner es una delta localizada
en la solucion cléasica y es uniforme sobre la curva clasica ya que es independiente de la

variable angulo.

6.6. Dinamica Semiclasica

Para estudiar el aspecto de esta funcién de Wigner cuando tenemos en cuenta correc-
ciones cuanticas vamos a fijar una curva cldsica v que nos define una variable accién I, y

un estado cudntico de energia definida |¢) >. Para dicho estado

1 e%
f(p,q) = W—h/difm (6.70)
donde
g+
d = / dqp(q) — 2px (6.71)
q—z
y
ol ol
JJ = 8—p(q+x,p(q+x))8—p(q—x,p(q—x)) (6.72)

En el limite semiclasico la contribucion dominante a la integral vendra de los puntos

donde el exponente es estacionario

2p =plg+z) +plg— ) (6.73)
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p

q— Zo q q+ T

Definicién de A(p, q). El punto 1 corresponde a aquel con coordenadas (¢ — g, p(q — x¢))

y el punto 2 a aquel con coordenadas (¢ + g, p(q + o))

Sea xo(p, q) una de las soluciones de la ecuacién anterior. Esta claro que si esto es asi,
también sera soluciéon —zy(p, q). El conjunto de puntos (¢ £ x¢, p(q + o)) pertenecen a la
curva 7 (ver figura). Vamos a llamar a estos puntos 1 y 2 segtin los vamos encontrando al

movernos por la curva clasica. Para estos puntos la funcién ® toma los valores

qExo

> = / dap() F 200 = —Alp,q)  enl (6.74)
qFxo
qExo

d = / dgp(q) F 2pxo = +A(p,q)  en2 (6.75)
qFTo

donde A(p,q) es el drea entre la curva cldsica y la recta que une a los puntos 1 y 2. Las

segundas derivadas nos dan

op op
8_q(q + ) — 8_q(q — o) (6.76)

que es positiva en 1 y negativa en 2.
Para evaluar la integral vamos a usar el método de fases estacionarias, que es valido si

los puntos 1 y 2 no estdn muy cerca el uno del otro. JJ puede escribirse de una forma mas
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simétrica si tenemos en cuenta que sobre la curva se cumple que

dI I  9Idp

i =g " opag =" (6:77)

Desarrollando el exponente a segundo orden en x nos encontramos

B 2cos(A(p,q)/h—7/4)
T d) = R L@ — L)L) (6:7%)

Esta funcién presenta algunos problemas. Para empezar es divergente sobre la curva

clasica, con lo que no se comporta como una funcién de Wigner razonable que debe ser
acotada en todo el plano de fase. Esta divergencia se debe a que cuando estamos muy cerca
de la curva (los puntos 1 y 2 estdn muy juntos), el método de fases estacionarias no es
aplicable. Esta expresion para la funcién de Wigner tampoco satisface las condiciones de
normalizaciéon y nos predice un valor cero para puntos en el exterior de la curva clésica
donde la integral no tiene puntos de fase estacionaria.

Una forma de remediar todos estos problemas es utilizando la aproximaciéon uniforme
que consiste en desarrollar el exponente hasta tercer orden en los puntos estacionarios.

Haciendo esto nos encontramos con

() A (3820
e AT AT AT AT

(6.79)

Esta aproximacion a la funcién de Wigner tiene algunas propiedades interesantes.

= Cuando los puntos 1 y 2 no estan muy juntos la aproximacion uniforme se reduce a

la aproximacién de fases estacionarias.

= En el exterior de la curva clasica la funcion de Wigner no se anula, sino que presenta

un decaimiento de tipo exponencial.

» Esta aproximacion presenta una valor finito sobre la curva clasica. De hecho, las
cotas se cumplen. En un sentido matematico, la curva clasica es una catastrofe de la
funcion de Wigner. Es posible que la funcién de Wigner presente mas catastrofes en

otros puntos como veremos mas adelante.
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» Cuando integramos sobre p esta aproximacion de la funciéon de Wigner nos da la
expresién correcta para la aproximacion semiclésica de la funcion de onda incluso

cerca de los puntos de retorno de la trayectoria cléasica.

Para ver esto, vamos a considerar un hamiltoniano par en p y un punto de retorno

situado en ¢ = ¢;. Tenemos

2v/2 [ (3A/2)/6Ai(—(3A/2R)*/3)

== ), Yaenm-Lenme O
Para calcular la integral vamos a cambiar de variables de p a V' donde
V = —(34/2)%3 (6.81)
con lo que cuando p va de 0 a oo V va de
Vo= —(340,0)/2% = ~(3 [ pdg)* (6.52)
q

hasta oco. La regién que mas contribuye a la integral es la que esta cerca del limite

inferior V;. Esto se debe a que cerca de p =0

_av
W

que explota en V = Vj. Notar también que cuando p esta cerca de cero entonces

_ 1 1/6 @ 1/2
dp = 5(34(0.0)/2) "1 5] (6.:83)

L4(2)1p(1) = L,(2) (1) ~ 21,(1)L(1) (6.84)

Utilizando el hamiltoniano del sistema podemos escribir las derivadas de la variable
acciéon de una forma mas explicita. Si usamos las ecuaciones de Hamilton (que valen

sobre la curva clésica)

DI = 5= i) (6.85)
o) =~ sy =42 (6.86)



138 CAPITULO 6. SISTEMAS MECANICOS UNIDIMENSIONALES

donde w es la frecuencia angular del movimiento a lo largo de la curva clasica, pode-

mos escribir
op, ¢

Iq(2>[p(1) - Ip(2>[q(1) ~ 2[q(1)Ip(1) ~ 2|8_q 2 (6-87)
cuando p esta cera de cero.
Con todo esto podemos aproximar la densidad de probabilidad por
A 2 1/3 00 Ai 2/3

<qly>|?= : i S A
I N =

esta integral puede calcularse exactamente utilizando la identidad para funciones de

Airy
/ dx A;(f)y = 9237 A2 (y /22/3) (6.89)
)
lo que nos da
2w 3 [ 3 [
<alt> P = o [ dala) AR [ @) (690)
4(q)| 2R J, 2h J,

6.7. Catastrofes

Las catéstrofes en la funcién de Wigner se dan en los puntos donde la aproximacion
de fases estacionarias es divergente. Ya hemos estudiado como analizar esta divergencia
en el caso de que la catastrofe se de en la curva clasica mediante el truco de la aproxima-
cién uniforme. Para estudiar catastrofes mas generales vamos a estudiar detalladamente la

cantidad
D(p,q) = L,(2)I,(1) = I,(2),(1) = (p(1)d(2) — ¢(1)p(2)) /w? (6.91)

Sea s la longitud de arco sobre la curva v y v el angulo formado por la tangente a v y
el eje q.

En términos de estas nuevas variables podemos escribir

D(p,q) = % sin(¢y — ) (6.92)
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Plano de fases y definicién de A(a, p, q).

Con esta férmula es transparente que las catédstrofes ocurrirdn en los puntos (p, ¢) tales que
1 y Y9 difieran por un multiplo entero de 7. Esto es lo mismo que decir que las catastrofes

se dan en los puntos medios de lineas rectas que unen partes paralelas de la curva clasica

Y-

En el caso que antes discutimos (p,q) pertenecia a v por lo que la linea que une los
puntos 2 y 1 es de longitud cero (los puntos 1 y 2 coinciden). En general las catastrofes
ocurriran en lineas ¢ del plano de fases definidas como el conjunto de puntos medios de
los didmetros de v (por didmetros entendemos lineas que unen puntos paralelos de 7). Las
curvas £ seran suaves excepto en los puntos en los que no solo las tangentes, sino también
las curvaturas sean iguales. A tales puntos los llamaremos cusps. [96]. Para cualquier curva
cerrada deben existir al menos tres de estos cusps y en general el niimero de ellos sera

impar (ver el apéndice F de [95] para una demostracion de este hecho).

Para los puntos que estan en ¢ y pertenecen a v la contribucién de la integral viene de
un solo punto xy = 0 mientras que si estamos en ¢ pero fuera de v son dos puntos los que
contribuyen, digamos +z,. Para estudiar estos casos mas generales de catastrofes cuando
7 es una curva cerrada vamos a considerar una representacién geométrica: Sea A(«, p,q)

el area definida en la figura donde « es el angulo que forma la linea con el eje q.
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Algo de geometria elemental nos dice que la condicién

0A
%0 = 0 (6.93)
que define una superficie S en el espacio (p, ¢, «) es equivalente a la condicién de punto
estacionario. En el lenguaje de teoria de catdstrofes [96] la condicién anterior es el mapa
gradiente con variable de estado « y variables de control (p,q) y S es la variedad critica. ¢
esta formada por las singularidades de la proyeccion de la variedad critica S en la variedad
de control (el plano de fase).

Veamos que estructura tiene la variedad S. Claramente tiene periodo 7 en la variable «

ya que A no cambia cuando a cambia en 7. S toca el cilindro cuya proyeccién es la curva

clasica v en dos hélices a derechas
a =1+ 2mn a=1yY+mr(2n+1) (6.94)

Lejos de este cilindro S consiste en dos helicoides que se juntan suavemente en una
curva, M que tiene ¢ como proyecciéon en el plano de fase.

Consideremos ahora el caso en el que v tenga puntos de inflexion. En ese caso la linea de
catastrofes ¢ puede estar muy cerca de la curva clasica . Consideremos el ejemplo concreto

en el que 7 tiene dos puntos de inflexién y viene dada por la ecuacién
p(q) = po — ag® + bq* (6.95)

con a y b constantes positivas.

Los puntos de inflexion estéan en
q = £+v/a/6b= =g (6.96)
p = po—ba?/36b=p; (6.97)

La condicion de fase estacionaria puede resolverse exactamente en este caso y encon-

tramos cuatro puntos estacionarios dados por

2% = (= 6bg” & v/(a — 6bg)? — 4b(p(g) — p)) (6.98)
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segin (p,q) se acerca a -y, dos de estos valores se acercan a x = 0. Cuando (p,q) se

acerca a f que tiene por ecuacion
p=p(q) — (a — 6bg*)/4b (6.99)
los valores de x tienden a x = £+x; donde
xr1 = +/(a — 6bg?)/2b (6.100)

En los puntos de inflexion las cuatro raices tienden a z = 0.

En partes suaves de ¢, donde solo dos de las raices coinciden, resulta obvio que la
aproximaciéon uniforme es valida y obtenemos una aproximaciéon en términos de funciones
de Airy. Pero existe la diferencia de que en este caso las areas A; y As definidas por los

dos puntos que se juntan en x; no coinciden lo que introduce un factor

AL+ Ay

6.101
o7 (6.101)

F(p,q) = cos

en la funcién de Wigner.

En los cusps de ¢ coinciden tres puntos estacionarios y la aproximacién uniforme es
divergente. Es necesario ir a mas ordenes en el desarrollo del exponente.

Con esto hemos descrito todos los posibles tipos de catastrofe que pueden ocurrir en
sistemas unidimensionales genéricos . En sistemas que presenten centros de simetria puede
darse el caso de catastrofes de orden infinita en puntos aislados del plano de fase.

Cuando tenemos un centro de simetria la curva ¢ se reduce a un punto y la hélice M
degenera a una linea paralela al eje a.. Esto ocurre en el caso de una particula que se mueve
en un potencial par. Un ejemplo especial seria el caso del oscilador arménico en el que ~y
corresponde a una elipse. Para un oscilador de frecuencia unidad y niveles de energia dados

por E, = h(n + 1/2) la funcién de Wigner viene dada por

Fup.g) = Sl ety 2D,

L Aqui con genérico queremos decir que no presenta puntos de retorno de orden mas alto que la unidad

(6.102)
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donde L,, son los polinomios de Laguerre normalizados a la unidad en el origen. En la
catastrofe situada en el origen del plano de fase tenemos un méaximo de la funcion de
Wigner dado por

fn(0,0) =2(=)"/h (6.103)

que satura las cotas.



Capitulo 7

Cuerdas Minimales y Sistemas

Mecanicos

En este capitulo vamos a aplicar las técnicas de cuantizacion semiclasica estudiadas
en el capitulo anterior al estudio de la geometria de las cuerdas minimales. Veremos que
existe un mapa preciso entre los objetos que determinan dicha geometria y ciertos sistemas
mecanicos unidimensionales, que se deriva directamente de la representacion matricial de
las cuerdas minimales. Este mapa relaciona el espacio de fases del sistema mecanico con
la geometria clasica de la cuerda, por lo que efectos cudnticos en el espacio de fases pue-
den interpretarse como efectos de gravedad cudntica en la cuerda minimal. Como veremos
dichas correcciones cuanticas se corresponden exactamente en el caso de la gravedad to-
pologica. Usando dicho mapa veremos que el significado del limite continuo en el modelo
de matrices se corresponde con la resolucién cuantica de las singularidades que aparecen
en los puntos de retorno clésicos del sistema mecénico. En presencia de branas de tipo ZZ
veremos que las correcciones semiclasicas no son suficientes para resolver las singularidades
de la geometria y que necesitamos la aproximacion uniforme completa para encontrar una

geometria libre de singularidades.
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7.1. Recordatorio de Geometria Clasica

Para estudiar las cuerdas minimales ya vimos que lo primero que uno puede hacer es

considerar las teorias conformes minimales acopladas al campo de Liouville.
S=5,+5L (7.1)

donde
St = /8¢2 + QR + pe®? (7.2)

La expansion perturbativa de esta teoria solo comprende superficies cerradas y la constante

de acoplo de la cuerda viene dada por
K~ e?? (7.3)

La teoria conforme minimal no nos da direcciones extra para la geometria con lo que
unicamente tenemos una linea parametrizada por ¢. La expresién para la constante de
acoplo nos dice que existe una regién de acoplo fuerte en la que la expansiéon pertubativa
pierde su sentido. Por este motivo el utilizar solo cuerdas cerradas no resulta 1til para
comprender la geometria en dicha zona.

Para estudiar dicha regiéon uno tiene que definir objetos tipo brana en la teoria. La
posibilidad que definia las branas de tipo FZZT consistia en introducir cuerdas abiertas con
condiciones de tipo Newmann en la direccién de Liouville [11,12]. La invariancia conforme

nos permitia introducir un término de frontera en la accion

Sy = 1 / obo (7.4)
o

donde pp era la constante cosmoldgica de frontera y es un parametro de moduli de la FZZT
brana. La clave esta en utilizar esta brana FZZT como brana de prueba para explorar la
region de acoplo fuerte. Para ver que esto es posible consideremos la funcién de onda en el

mini-superespacio para dicho objeto

U(p) = / D¢D(materia)e 5~ (7.5)
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donde la integral funcional es sobre el disco con las condiciones de contorno apropiadas y
la medida es tal que 1 = 1 cuando la constante cosmoldgica de frontera es nula. Al orden

mas bajo uno encuentra para la funciéon de onda

P = e—rBe”

(7.6)

lo que implica que la brana es un objeto extenso en la direccién de Liouville y se disuelve

para
1
P ~ b log pup (7.7)

con lo que la punta de dicha brana puede utilizarse como una sonda en la regién de acoplo
fuerte. Con esta idea en la cabeza vemos que se puede interpretar la geometria de la cuerda
como el moduli de la brana. Por tanto, para estudiar la geometria nos interesa considerar
la amplitud de la FZZT brana como funcién del pardmetro de moduli pp.

Como ya estudiamos, en las cuerdas minimales de tipo M, , surge una geometria que
interpretamos como el espacio-tiempo clasico donde dichas cuerdas se mueven que consiste
en una superficie de Riemann definida usando la amplitud de la brana de tipo FZZT. Si
®(u, pup) es la amplitud en el disco de la FZZT brana, donde p es la constante cosmoldgica
y ip la constante cosmoldgica de frontera, podemos definir las coordenadas de la superficie

de Riemann

T o~ up (7.8)

y ~ 0,P (7.9)
que estan ligadas mediante la ecuacion algebraica
F(x,y) = Tp(x) = Ty(y) = 0 (7.10)

donde T}, denota los polinomios de Chebyshev de primera especie. Los puntos singulares
en la superficie de Riemann vienen dados por F' = 0,F = 0,F = 0 y estan relacionados

con los estados en el anillo fundamental (estados de brana ZZ fundamentales). Como ya
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vimos, esta geometria puede verse como el plano complejo x con una linea de ramificacién
semi-infinita en el eje real negativo y puntos singulares aislados (que corresponden a cortes
de ramificacién de tamano nulo) situados en el eje real. En la interpretacién geométrica
tenemos que

O ~ /x ydx (7.11)
y para las branas ZZ

Agz ~ /yd:)s (7.12)
donde la integral es sobre un camino cerrado en la superficie de Riemann que pasa por el
punto singular asociado a la ZZ brana en cuestién. Dichos ciclos cerrados corresponden a
los ciclos de tipo B en la homologia de la superficie mientras que los ciclos A tienen tamaio
nulo y estan asociados a los puntos singulares. Es claro que la superficie de Riemann puede
interpretarse como el espacio de méduli de las branas FZZT [44] con lo que es véalido pensar

en ella como el espacio-tiempo asociado a la cuerda minimal.

7.2. Sistema Mecanico Auxiliar

Consideremos un sistema integrable unidimensional, con una tnica cantidad conserva-
da (la energia E) y que representa a una particula que se mueve en un potencial V(q).
Denotemos por p(q, ) el momento de la particula. Ya vimos que podemos definir una

accion asociada
q
S(q,E)Z/ pdq (7.13)

La curva clasica en el espacio de fases ,v, se define mediante

p=0p(q,E) (7.14)

y sobre ella esta confinando el movimiento del sistema en el limite cldsico. Para un sistema

tal que v se una curva cerrada podemos definir también la variable de accién

I= i/pdq (7.15)
27 J,
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Curva clasica para la cuerda minimal de tipo (2,1).

y la variable angulo

a =08 (7.16)

Para un sistema en que la curva clasica no sea cerrada definimos I como la energia E
y como « el parametro de uniformizacion de la curva clésica.

Queremos asociar con las cuerdas minimales de tipo (2,q = 2k — 1), la amplitud en el
disco de la brana FZZT ,®, y la curva X 4, un sistema mecéanico unidimensional integrable

mediante el mapa

O(z) = iS(q, E = 0) (7.17)

donde ¢ = x y S es la continuacién analitica de (7.13). Mediante este mapa, la curva Xs,
definida mediante y = y(x) corresponde a la curva p = p(q, E = 0) en el plano de fases (la
curva clédsica asociada a la energia £ = 0).

Como ejemplo concreto vamos a considerar la cuerda minimal de tipo (2,1) (que co-

rresponde a gravedad topoldgica en dos dimensiones). La curva clasica viene dada por

2P =x+1 (7.18)
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que usando la correspondencia con el modelo mecanico nos da un potencial para el mismo

Vig) = (¢+1)/2 (7.19)

con la curva p = p(q) que vemos en la figura. En general, para modelos del tipo (2,2k — 1)

tenemos
k—1
2> =220 V(@ 4+ 1) [[ (2 = 21.0) (7.20)
n=1
donde x;; = — cos 22’111. La curva p = p(q) tiene la estructura que mostramos en la figura.

La curva presenta singularidades en y = 0 y & = 1, lo que refleja la existencia de estados
de brana ZZ en estos modelos. Las singularidades en la geometria aparece en la figura como
los puntos A; (que, no olvidemos, estdn asociados con ciclos homolégicos de la superficie de
Riemann de tipo A con volumen nulo). El momento correspondiente al modelo mecénico
auxiliar para esto modelos con branas ZZ viene dado por

P*(q) = 2% (1 4 q) I:I(q — 1) (7.21)

n=1
Si utilizamos la correspondencia, la aproximacién WKB al orden mas bajo para la funcién
de onda de la brana nos da

P = @ E=0)/n (7.22)

que es la aproximacion al orden mas bajo para la funcién de onda en el modelo mecanico.
La idea basica de nuestra conjetura es que podemos tomarnos en serio la correspondencia
y podemos utilizar los métodos estandar para la aproximaciéon semiclésica que discutimos
en el capitulo anterior para estudiar las correcciones cuanticas para la funcion de onda de
la brana FZZT.

Hay que resaltar que el modelo mecanico que hemos definido aqui corresponde con las
cantidades de la teorfa de cuerdas (tras el limite continuo del modelo de matrices). Como
veremos en una seccion posterior, es posible definir un modelo mecanico analogo al modelo

de matrices asociado a la cuerda minimal correspondiente. de tal modo que las curvas
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clasicas que estamos encontrando aqui correspondan al zoom en el borde de la distribucion
de autovalores del resolvente del modelo de matrices. Para estos modelos mecénicos previos
al limite continuo, el borde de la distribucién de autovalores esta en correspondencia con

los puntos de retorno clasicos del sistema mecanico analogo.

7.3. Cuantizacion de Cuerdas Minimales

Para organizar las correcciones cuanticas a la geometria clasica de la cuerda minimal
vamos a considerar una analogia con un modelo mecanico clasico. Ya sabemos que la
amplitud exacta para la brana de tipo FZZT puede escribirse al orden mas bajo en la

aproximaciéon WKB como

Zpzzr ~ " (7.23)

donde ® es la amplitud del disco y k es la constante de acoplo de la cuerda. Esta expresion
recuerda a la de la aproximacién WKB para un sistema mecanico con accién S = —i® y
h = k. Esto nos induce a considerar la correspondencia entre cuerdas minimales y sistemas
mecanicos con mas detalle.

Como primer paso en la cuantizacién de las cuerdas minimales vamos a considerar
la cuantizacién semiclasica del modelo mecanico auxiliar. Mediante este mapa estamos
identificando correcciones de genus mas alto en la cuerda con las correcciones cuanticas del
sistema mecéanico. De forma mas precisa, identificaremos la funcién de onda del estado de
energia nula con la amplitud de la brana FZZT a todos los genus.

Para cuantizar el modelo mecénico vamos a introducir el algebra de Heisenberg asociada
4, p] = th (7.24)

El significado de este algebra y de la constante h en este contexto quedara claro en

la siguiente secciéon cuando hablemos de los modelos de matrices. Para el valor £ = 0
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p

Curva clasica para la cuerda minimal de tipo (2,2k — 1).

definimos en la aproximacion WKB

028

5eop (0 F = 0)[!/2"S @ E=0)/ (7.25)
q

Zpzzr() = YEp=0(q) ~ |

En el modelo (2, 1) es facil encontrar el autoestado exacto. Viene dado por

o q+1

la funcién de Airy. Esta es precisamente la solucion de la ecuacién de Schroedinger

&y 1+¢q

Para el modelo (2, 3) encontramos, en la aproximacién WKB la funcién que presentamos
en la figura. Dicha funcién es divergente para q ~ oo. Debido a las reglas de empalme que
estudiamos en el capitulo anterior, el comportamiento asintético de las funciones de onda
debe tomarse de tal modo que para los modelos (2, 2k — 1) la funcién de onda sera nula en
el infinito para k impar, pero explotara para k par. Esto de debe a que los modelos con k

par no son consistentes desde un punto de vista no perturbativo [40,80,97].
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\ A
VARV,

Aproximacién WKB para la funcién de onda del sistema asociado al modelo (2, 3).

7.3.1. Geometria Cuantica y Catastrofes

Para estudiar que le ocurre a la curva clasica definida por y = y(z), o lo que es lo
mismo p = p(q) en el contexto del modelo mecanico andlogo, cuando la mecénica cuantica
entra en juego consideremos la funcién de Wigner f(p, ¢) [95]. La funcién de Wigner es una
generalizacién de la distribucién de Boltzmann en el plano de fase. En el capitulo anterior

la definimos mediante

Fo0) = = [ dvvla +a)0f (g = o)l (7.25)

Nos interesamos por esta funcion ya que vimos que resulta sencillo estudiar las defor-
maciones cuanticas de p = p(q) en el espacio fasico. De hecho, su limite cldsico corresponde
a una funcion delta localizada sobre la curva clésica.

Si utilizamos la aproximacién WKB para la funcién de onda v (funcién de onda asociada
al autoestado de energia E) encontramos la representacion integral usual para la funcién
de Wigner

i®

1 en
= — 2
f(p,q) Th /CM|JJ|1/2 (7.29)

donde
q+z
o= [ dpla)  2ps (7.30)
q—z
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p

Correcciones cuanticas a la curva clésica.

oI

1= g—;@ +aplg+0)5 (0~ o0l ) (7.31)

que en primera aproximacién nos da una divergencia sobre la curva clasica. Matemati-
camente tenemos una catastrofe sobre los puntos de la curva. Usando la aproximacion
uniforme podemos suavizar dicha divergencia para obtener

Fprq) = VO CAI (5))
p,q 7Th2/3(]q(2)]p(1) — [p(2)]q(1))1/2

(7.32)

donde A esta definida en el capitulo anterior. El resultado neto que obtenemos para un
sistema con curva clasica cerrada es un comportamiento oscilatorio en el interior de la curva
y decaimiento en los puntos exteriores a la misma. Notar que la funcién de Airy representa
las correcciones cudnticas de la distribucion de Wigner cerca de la curva clasica como
consecuencia de la catastrofe en la curva, y es genérica para cualquier sistema mecanico.
Cuando trasladamos la curva p = p(q) en la curva de la cuerda minimal asociada
y = y(x) vemos que los efectos cudnticos producen una difuminacién de la curva clésica.
Desde este punto de vista, cuando interpretamos la geometria clasica de la cuerda minimal
como el soporte en el limite cldsico de la funcién de Wigner, vemos que el efecto neto de

las correcciones cudnticas no consiste en modificar la curva sino difuminarla en el espacio
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de fases de un modo determinado por el tipo de catastrofe definido por la curva clasica

y =y(z) (ver figura).

7.3.2. Geometria Cuantica y el Fenémeno de Stokes

Como vemos, la resolucion de la catastrofe en la curva clasica nos lleva a una funcién de
Wigner definida en términos de la funcién de Airy. El papel que juega el fendmeno de Stokes
en este contexto [44] es claro desde un punto de vista geométrico. De la representaciéon
integral de la funcién de Wigner se deduce que para puntos en el complemento convexo del
conjunto concavo definido por la curva clésica, las soluciones que minimizan el exponente
son imaginarias, dando lugar a contribuciones imaginarias al exponente de la representacion
integral de la funcién. El fendmeno de Stokes implicito en la funcién de Airy nos da la forma
asintotica apropiada en el lado convexo, es decir, el decaimiento exponencial.

Para modelos de tipo (2,2k — 1) la curva clasica contiene ademéas un conjunto discreto
de k — 1 puntos en el lado convexo relacionados con la existencia de branas de tipo ZZ. En
ese caso la funciéon de Wigner, asi como la funciéon de onda ), presenta comportamiento
oscilatorio en el lado céncavo. Como siempre podemos considerar una deformacién del
modelo que mande el conjunto de puntos discretos a infinito, con lo que terminamos en el
modelo (2, 1), tenemos decaimiento exponencial en el lado convexo arbitrariamente cerca
de la curva. Esto implica que la forma asintética en el lado convexo decae exponencialmente

solo cuando k es impar!.

7.4. Modelos de Matrices y Sistemas Mecanicos

Para dar una definicién no perturbativa de las cuerdas minimales podemos usar el limite

continuo de los modelos matriciales. Como estamos interesados en describir cuerdas de tipo

1La expresién para la funcién de onda en la aproximacién WKB es ¢ ~ (x + 1)~ Y4~ Jvdz/h donde la

rama que debemos escoger para y en la integral cambia en cada punto singular
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(2,2k — 1) vamos a pensar en los modelos de una matriz definidos por
e? ~ / dMe=NtrV(M)/g (7.33)

En esta seccion vamos a derivar el mapa entre cuerdas minimales y sistemas mecanicos

usando el punto de vista de los modelos de matrices.

7.4.1. Funciones de Wigner

Vamos a denotar por I1,,(1) a los polinomios ortonormales del modelo matricial y vamos

a introducir el conjunto completo de estados |1, > como
< Uahy >= (1) = 1L, (1)e NV D/2%9 (7.34)

y definimos el operador ¢ mediante

. I, P
< wm|Q|¢n >= —6m,n+1 + —5m+1,n (7.35)
hm—l hn—l

Las relaciones de recurrencia entre polinomios ortogonales pueden expresarse como

< qlthn >= lha(1) (7.36)

con lo que podemos interpretar ¢ como el operador posicion. El operador momento corres-

pondiente puede definirse por
< U[plip, >= —i%aﬂﬁn(l) (7.37)

Con esto, podemos considerar los estados |1, > como los elementos del espacio de
Hilbert de un sistema mecanico con la constante g/N jugando el papel de la constante de

Planck A. Si definimos un estado mezcla con operador densidad

. 1
P = N‘wn >< (7.38)

=

3
Il
o
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nos encontramos con que

1
7 < trM* >= tr(pgF) (7.39)

La funcién de Wigner correspondiente a dicho estado mezcla es

1 A —ipT
f(p,Q)ZE/dw<Q+xlp\q—x>e pe/h (7.40)

con lo que tenemos que cualquier correlador en el modelo de matrices puede expresarse

como un valor medio estadistico sobre el estado mezcla

%< trMF >= /dp/dqf(p, q)q* (7.41)

Concretamente podemos escribir el resolvente como

we) = [ a8~ [ap [aasiv.0 (7.42)

lo que nos implica que la densidad de autovalores viene dada por

pi(l) = / dpf(p.1) (7.43)

7.4.2. Analogia Mecanica

Ya que estamos considerando este estado mezcla como el correspondiente a un estado
de equilibrio, resulta natural imponer que los estados |1, > sean estados estacionarios del

modelo mecanico, es decir, autoestados del hamiltoniano
F[W)n >= Enw)n > (744)

Podemos derivar informaciéon sobre H usando la representacién de la funcién de onda
¥ (z) como un correlador en el modelo de matrices

% < det(z — M) > e NV@/20 _ () (7.45)
N

Cuando N es pequeno (pero el acoplo g fijo) tenemos que

< det(z — M) >n e<triog@=M)> _ N7 R(z) (7.46)
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En este régimen sabemos que el resolvente tiene la estructura

1

R(z) ~ Z

(V'(z) —y(x)) (7.47)

de donde obtenemos

1 1 z
—— < det(x — M) > e V@2 —_~N[Tu@)/2 (7.48)

Vhy Vhy

Por otro lado, la aproximacion WKB para |1y > nos da

wN(x) ~ Qelfx dzp(z,EN) /R (749)

VD

lo que implica que

y(z) =ip(z, Ex) /dxy(x) =1iS(x, EN) 2g/N =h (7.50)

que, tras tomar el limite continuo, nos dara el mapa entre cuerdas minimales y sistemas

mecanicos.

7.4.3. Limite Continuo

Vamos a recordar un poco en que consistia el limite continuo en el contexto de los

modelos de matrices. Las relaciones entre polinomios ortonormales
/ dle VI, = n (7.51)
V/
/ dle”V/9I L, = Ny/r, / dle=™V/9 11,11, _, (7.52)
g
con r, = hy,/h,_1 nos conduce en el limite de N muy grande a
9§ =W (r(€)) + O(1/N) (7.53)

donde £ = n/N y r(&) es la funcién continua asociada a r,. El comportamiento critico de
la cuerda minimal de tipo (2,2k — 1) se consigue ajustando los coeficientes del potencial

V de tal modo que en algtin r = r,

Wir=r)=W'r=r)=...=WEDr=r)=0 (7.54)
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si llamamos a W (r = r.) = g. el limite continuo consiste en

% = a*tig (7.55)
ge— g€ = a’w M/0Fa) (7.56)
I = I +za** (7.57)
@« — 0 (7.58)

donde [. es la posicién del borde de la distribucién de autovalores. En este limite el parame-
tro k es el que controla la expansion en genus y deviene en la constante de acoplo de la
cuerda. Este zoom en el borde de la distribuciéon de autovalores produce que donde teniamos
un corte de ramificacion de tamano finito para el resolvente pasemos a tener un corte semi-
infinito en el limite continuo.

El efecto del limite continuo sobre el sistema mecanico asociado con el modelo de
matrices consiste en transformar el conjunto discreto de estados |1, > en un continuo |¢e >
de tal modo que los valores esperados de los operadores ¢ y p devienen en los operadores
de Lax del sistema. Debido al zoom en el borde de la distribucién de autovalores el sistema
mecénico se vuelve no acotado (la curva clésica deja de ser cerrada) y con correcciones
cudnticas reguladas por x. El limite continuo de la funcién de onda g, , que llamaremos
p—o (esto significa que estamos colocando el nivel de Fermi en E = 0), es la que nos da

la amplitud completa de la brana FZZT

1
Vp=o(z) = Vhn < det(x — M) > eV, (7.59)

que resulta ser la funcién de Baker-Akhiezer de la jerarquia integrable. Esto se ve simple-
mente de recordar el formalismo de fermiones libres para el modelo de matrices. El estado
mezcla corresponde al estado colectivo de los N fermiones libres en el potencial V() y su
limite continuo nos da la funcién de onda para los autovalores en dicho limite, que es por

definicién la funcién de Baker-Akhiezer.
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7.5. Aproximacion Semiclasica en la Funcién de Onda

El problema principal de la aproximacién WKB es que no esta bien definida en los
puntos de retorno cldsicos (que corresponden con los puntos de ramificacién de la superficie
de Riemann). Para ver esto pasemos a examinar la funcién de de onda del sistema mecénico
analogo

P~ J%eis/h (7.60)

En los puntos de retorno clésicos p = 0 con lo que la funcién de onda tiene una divergen-
cia alli. Para eliminar dicha divergencia vamos a considerar el método de la aproximacion
uniforme [94]. Consideremos la curva asociada al modelo (2,1). La ecuacién que satisface

la funcién de onda es
n 4 +1
2h?

Yv=0 (7.61)
que tiene por solucién la funcién de Airy

qg+1

¥ = Ai(5l) (7.62)

que se corresponde con la funcién de Baker-Akhiezer del modelo de cuerdas.

Con este ejemplo vemos que la aproximacion uniforme es en cierto sentido lo mismo que
el limite continuo. En el limite continuo empezamos con un punto critico el el potencial del
modelo de matrices y hacemos un zoom sobre el para encontrar la expresion correspondiente
de la amplitud de la FZZT brana. En el modelo mecanico hacemos un zoom sobre el
punto de retorno clasico y encontrar una curva clésica efectiva. Las reglas que conectan las
funciones de onda a ambos lados del punto de retorno son las que nos dan la funciéon de
onda correcta.

Este ejemplo presenta fenémeno de Stokes. Para ver este efecto en detalle vamos a

considerar la representacion integral de la funciéon de Airy

Ai(q/1?3) = / due™ e/ it /3 (7.63)
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En el limite semicldsico (& — 0) la integral puede calcularse en la aproximacion extremal.
Cuando arg(q) > 2m/3 la integral tiene contribuciones de 2 extremos con exponencial
imaginario, lo que nos da un comportamiento oscilante en dicha regién. Cuando arg(q) <
27 /3 tenemos también dos extremos con exponencial real que aparecen, pero uno de ellos es
un maximo con lo que no da contribucion en la aproximacién extremal. Finalmente en dicha
region encontramos que solo uno de los extremos contribuye y nos da un comportamiento
de decaimiento exponencial. Este efecto nos dice que la transicién de la contribucién de
dos extremos a la contribucién de solo uno de ellos es suave y que no hay singularidad en
el punto de retorno clasico. Esto significa también que, ya que la funciéon de Airy no tiene
puntos de ramificacién en todo el plano complejo ¢, no existe la superficie de Riemann en
la geometria cuantica exacta de la cuerda minimal, y que la geometria final es simplemente
un plano complejo (con todos los objetos fisicos holomorfos sobre el, luego en cierto sentido

una recta real).

7.6. Catastrofes y Limite Continuo

Como hemos visto en la seccion anterior, desde el punto de vista del andlogo mecanico
el limite continuo es equivalente a realizar un zoom en el borde de la distribucién de
autovalores, que corresponde al punto de retorno del sistema. Por tanto, la estrategia a

seguir para derivar la funcién exacta de Baker-Akhiezer es

1. Empezando por el modelo de matrices, definir el sistema mecénico acotado corres-

pondiente.

2. Cerca de la curva clasica p = p(q) tendremos una catastrofe de la funcién de Wigner

del sistema.

3. Mediante el uso de la aproximacién uniforme, podemos resolver la catastrofe cerca

de la curva clésica.
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4. Realizamos un zoom en la coordenada ¢ cerca del punto de retorno.

5. Finalmente, podemos derivar la funcién de Baker-Akhiezer integrando la funcién de
Wigner
[ of 0,0 = lpe-alo)l (7.64)

Vamos a ejemplificar este procedimiento en el caso del modelo (2,1). El resolvente en

el limite planar para este modelo es

=5 (1= VP~ 1g) (7.65)

El sistema mecanico asociado estar definido por

p(¢, E=En)=VEy—¢ (7.66)

donde Ey = 4g. La curva clasica en el plano de fases es una curva cerrada con un centro
de simetria en el origen. Si usamos la aproximacion uniforme para resolver la catastrofe

tenemos

0 1/6 i(— 2/3
/dpf(p, 0 = V8 g BA/2) P A~ (3A/2h)°°) (7.67)

wh?/? YL@ L0 = L)L)

donde A = A(p,q). Si ahora hacemos el zoom en el punto de retorno ¢; = 2,/g tenemos

o (a, Ex)|'"/*(3A(0,)/2)"/°

b= o AP0/ (7.68)
LOIL0) - L5E) — e, B (7.60)

donde
p(g, En) — v/ —(g+1)/2 (7.70)

De todo esto deducimos que

mh?/3| 1| —BA0g/223 AV + (3A(0,q)/2)%/3 '

[Vp—o|®> =

Si utilizamos la identidad

g Aiz)

\/_ = 2237w Ai?(y/2%3) (7.72)
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llegamos al resultado conocido [44] para la funcién de Baker-Akhiezer en el limite continuo
del modelo Gaussiano. Este ejemplo nos ensena que el significado del limite continuo es la
resolucion de la catastrofe de la curva cldsica en el punto de retorno.

Es importante darse cuenta de que este método de derivacién de la funcion de Baker-
Akhiezer es general e independiente del tipo de punto critico sobre el que estamos haciendo
el limite continuo. En el caso de punto critico de orden uno nos encontramos en el caso
Gaussiano, la aproximacion uniforme es sencilla y tras el limite continuo la funcién ¥ g—g
puede escribirse en términos de la funcién de Airy. Por otro lado, si consideramos puntos
criticos de ordenes mas altos necesitamos ser mas sofisticados para resolver la singularidad
[94], pero el razonamiento de la seccién 7.4 nos garantiza que estamos obteniendo la funcién

de Baker-Akhiezer correspondiente.

7.7. Branas ZZ y Singularidades en el Espacio-Tiempo

Para modelos con k£ > 1 la situaciéon cambia ligeramente ya que aparecen correcciones
asociadas a los estados de brana tipo ZZ. A primer orden en la constante de acoplo la

presencia de estas branas ZZ modifica la superficie de Riemann clasica mediante

Sy? = 22’”_3&2 Nov1+ 2, H(a? — ) (7.73)

I#n
donde los x,, corresponden a las diferentes posiciones de las branas ZZ (las singularidades
de la geometria cldsica). N,, es es el nimero de branas ZZ sobre cada punto singular.
Esto nos fija que la ecuacion diferencial que hemos de resolver teniendo en cuenta estas

modificaciones es

" + (p* + hop*)h = 0 (7.74)
donde
k—1
pPlg) = =22 +q [[(g—210) (7.75)
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op*(g) = =22 NovI+z, [[a—=) (7.76)

n l#n
En la aproximacion semiclasica se encuentra que la correccién debida a las branas ZZ modi-

fica la funcion de onda WKB del modelo mecanico andlogo solo por un factor multiplicativo

VIi+tqg+Vqg—x, ok—3/2 ).
= (7.77)

Este factor no modifica las singularidades de la funcién de onda y tiende a una fase cons-
tante sobre ellas. En el lenguaje de la teoria de cuerdas eso implica que las singularidades
de la superficie de Riemann contintian presentes en la expansion semiclésica (perturbativa).
Solo los efectos no perturbativos asociados a la aproximacién uniforme pueden suavizar las
singularidades. Para estudiar la aproximacion uniforme vamos a fijarnos en los puntos sin-
gulares (que corresponden con los puntos de retorno clasicos del sistema). Para el modelo
(2,2k — 1) tenemos k puntos singulares. Uno de ellos esta en ¢ = —1 y cerca de el tenemos
que

P ~14q (7.78)

como en el caso (2,1). Esto implica que cerca de este punto de retorno la funcién de onda
se comporta como una funcién de Airy. Para el resto de puntos singulares x,, el momento

clasico se comporta como

PP~ (g — ) (7.79)

lo que implica que una resolucién tipo Airy no es valida cerca de dichos puntos de retorno.
La funcién de onda cerca de dichos puntos tiene la forma

2
e:l:a(q—mn) /2h

—(q )i (7.80)

Y~

Si utilizamos las reglas de conexién estandar para este tipo de puntos de retorno [94]

encontramos que la forma de la funciéon de onda en dicho punto viene dada por

q— Ty
D—1/2(_W) (7.81)
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y que hay un cambio en el comportamiento exponencial en el punto de retorno lo que
implica que un decaimiento exponencial antes del punto de retorno nos da crecimiento
exponencial tras el y viceversa. Este comportamiento esta de acuerdo con el hecho de
que modelos con k par son inestables desde un punto de vista no perturbativo, ya que la
funcién de onda asociada presenta una singularidad en x ~ co. Es importante notar que
esta aproximacion uniforme que estamos usando es la misma que tendriamos que usar si
nos olvidasemos de las correcciones debidas a las branas ZZ. Esto es asi porque cerca de
dichos puntos singulares el prefactor se comporta como una fase constante en la funcion
de onda.

Para ver como funciona todo esto en detalle vamos a considerar el modelo con solo un

tipo de brana ZZ: El modelo (2, 3).

7.7.1. El Modelo (2,3)

Para este modelo la superficie de Riemann clésica viene dada por
20 = 1+ Ty(z) = 4(1 + ) (7 — 21)? (7.82)

donde z; = 1/2. Esta forma implica que tenemos un punto singular en la superficie de
Riemann situado en & = x;. La relacién entre puntos singulares y branas ZZ [15] implica
que solo tenemos un tipo de ZZ brana en nuestro modelo situada en z;. Para estudiar el
efecto de de la presencia de branas ZZ en la superficie de Riemann hay que notar que la
amplitud del anillo entre la FZZT brana y N ZZ branas en x; modifica la superficie de

Riemann [18] con

§y? = 261 + N (7.83)

donde « es la constate de acoplo de la cuerda. Utilizando la analogia mecanica encontramos

que la funcién de onda satisface la ecuacién (notar que h = k en la analogia mecanica)

R = —(p® + hop®)y (7.84)
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donde

P =—2(1+¢)(q—21)* (7.85)

6p* = —2N/1 + 1, (7.86)

Si resolvemos la ecuacion en la aproximacién WKB nos encontramos con que

~ et \/1+Q+\/q_$1)i1v\/§
VX V141

(7.87)

donde
V= VT dlg— ] (7.88)
Cerca de ¢ = —1 esta funcion es singular y uno puede utilizar la funcién de Airy para

eliminar la singularidad y uniformizarla. El comportamiento de la funcién de onda para

g~ —1lyg<—1es
eii\/§\1+x1\(—1—q)3/2/3h

~ N2 (7.89)
\/\/5‘1 +x1|vV/—-1—¢

(8

y para ¢ > —1
et VBI1+z1|(1+9)*/? /3R

\/\/§|1 +a1|VI+¢

Este tipo de aproximaciones WKB cerca de ¢ ~ —1 implican que el comportamiento

Y FENV2emim/d (7.90)

correcto en ¢ = —1 viene dado por la funcién de Airy.

2U/3(1 4 )3
h2/3

¥~ Ai((g +1) (7.91)

que nos da el decaimiento exponencial que esperamos para ¢ > —1.
Cerca de ¢ = x1 nos encontramos con que la correccién inducida por la presencia de
branas ZZ no elimina la singularidad en ¢ = z; y que el comportamiento de la funciéon de

onda viene dado por
e~ V2|1+a1|(g—21)?/2h

Y~
\/\/§|q—$1\v1+x1

eim/4 (7.92)
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para ¢ < z7 (notar que la regularizacién anterior mediante la funcién de Airy nos fija el
decaimiento exponencial)), y

V2 1+a1|(g—21)?/2h
\/\/§|q —[L’l|\/1 +£L’1

para q > x1. la aproximacion WKB es singular, pero si utilizamos la aproximacion uniforme

Y e/ (7.93)

[94] para este caso encontramos que el comportamiento correcto para al funcién de onda

cerca de ¢ = x1 es

hl/4 (2 4 2214

G g w))e (7.94)

donde D_;5(—x/v/2) es la funcién parabélico-cilindrica solucién de la ecuacién

d? 2

Esta uniformizacion fija el comportamiento para g > x; a

V2 1+a1|(g—21)?/2h
¢ ~
\/\/§|q —[L’l|\/1 +£L’1

Que refleja la inestabilidad no perturbativa del modelo.

e/ (7.96)

Esta construccién prueba que la aproximacion uniforme en los puntos de retorno elimina
los puntos de ramificacion que aparecen en las diferentes expansiones asintéticas. Este hecho
es claro desde un punto de vista mecano-cuantico ya que para un potencial sin puntos de

ramificacién la solucién de la ecuacion de Schroedinger unidimensional debe ser univaluada.
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Capitulo 8

Conclusiones

En esta memoria hemos pretendido estudiar la estructura cudntica de la geometria de
los modelos de cuerda minimal de tipo (2,2k — 1). Debido a que la teoria presenta una
zona de acoplo fuerte marcada por valores grandes del modo de Liouville, la aproximacién
cerrada al estudio de la geometria resulta infructuosa. Para tener en cuenta todos los
efectos no perturbativos que deforman la geometria del espacio resulta conveniente definir
nuestra geometria en términos del moduli de cierto tipo de D-brana. El definir dichas D-
branas implica que debemos introducir cuerdas abiertas en nuestra teoria conforme, lo que
nos presenta dos tipos nuevos de objetos: La brana FZZT (condiciones Newmann en la
direccién de Liouville) y la brana ZZ (condiciones Dirichlet en la direccién de Liouville).
Para definir nuestra geometria hemos usado la amplitud de la FZZT brana. Dicha amplitud
es una funcién de cierto pardmetro de moduli (la constante cosmolégica de frontera), y a
nivel clasico presenta ciertos cortes de ramificacion lo que nos indica que clasicamente la
geometria de nuestra cuerda corresponde a una superficie de Riemann. Hemos visto que

dicha superficie de Riemann presenta ciertas singularidades asociadas a las branas de tipo

7.

Con la idea de ir mas alla del nivel clasico debemos utilizar la descripcién en términos

de matrices de la cuerda minimal para asi poder calcular las correcciones cuanticas. Lo
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que encontramos es que las correcciones cuanticas eliminan los cortes de ramificacion de la
amplitud de la FZZT brana con lo que encontramos una geometria que es simplemente el
plano complejo.

Para organizar todas estas correcciones cuanticas hemos estudiado en detalle una ana-
logia entre estas cuerdas y ciertos sistemas mecanicos. La correspondencia se define de tal
modo que la curva clasica de la cuerda corresponde con la curva cldsica en el espacio de
fases en el sistema mecanico, y la funcién de onda del sistema mecanico corresponde a la
amplitud de la FZZT brana. Para estudiar las correcciones cuanticas nos hemos servido de
la aproximacién uniforme en el sistema mecanico lo que ha permitido comprobar que la
geometria clasica se modifica drasticamente en presencia de efectos cuanticos, y que dichos
efectos corresponden con las correcciones en la constante de acoplo de la cuerda. Se han
estudiado estos efectos tanto a nivel de funcién de onda como en el espacio de fases utili-
zando el formalismo de Weyl-Wigner. También hemos definido una analogia mecanica con
el modelo de matrices lo que ha permitido ver la relacion entre limite continuo en teoria
de cuerdas y aproximacion uniforme en mecanica cudntica. Finalmente se ha estudiado el
efecto de las correcciones debidas a la presencia de branas de tipo ZZ y se ha visto que
la correcciones perturbativas no son suficientes para eliminar las singularidades y que se
hace necesario tener en cuenta los efectos no perturbativos asociados a la aproximacion

uniforme completa para resolver las singularidades en la geometria.
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Apéndice A
El Fenomeno de Stokes

Vamos a considerar la integral

I(z) = / e wF) (A.1)
Yo

donde F(z,z) es holomorfa en z y vy es un contorno en el plano complejo z tal que
la integral existe y admite continuacion analitica en cierta region del plano complejo z.
Estamos interesados en el comportamiento asintético de la integral cuando x — 0.

Ya que la funcién F' es holomorfa en z, las lineas con ImF’ constante son perpendiculares
a las lineas con ReF' constante. Deformemos el contorno vy a un contorno v a lo largo del
cual ImF sea constante (con lo que 7y es una linea gradiente de ReF'). En un punto genérico
dichas lineas no se cruzan, pero en los puntos minimos de F' que son aquellos tales que

oF
— =0 A2
P (A.2)
tenemos dos lineas gradiente que se cruzan.

Tipicamente los diferentes puntos minimos de F' tendran diferentes valores de ImF
con lo que no podremos encontrar un contorno ~ que pase por todos ellos. Si tenemos dos

contornos 7y; y 72 que pasan por dos puntos minimos de F', 1 y 2, y que pasan cerca el uno del

otro con comportamiento asintotico apropiado, podemos intentar deformar 7y, del siguiente
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Situacion para v = 71 + 2. los dos minimos dan contribucién a la integral.

modo: Empecemos cerca de v, hasta que pase por el punto 1, para después pasar por el
punto 2 y terminar cerca de 7. Dicho contorno sera compatible con el comportamiento
asintotico de 7g. Si 71 y 72 tiene el mismo comportamiento asintético en el infinito y
ReF — oo alli podemos fijar v = 7; + 2. Por esta construccion esta claro que ambos
puntos dan contribucién a la integral. Vamos ahora a variar el parametro x y a estudiar
que le pasa a los puntos minimos de F' y al contorno . Un primer fenémeno ocurre
cuando cuando los puntos cambian su régimen de dominancia. Esto ocurren en las lineas
del plano complejo x donde los valores de ReF' en ambos puntos coinciden. Estas lineas
se llaman de anti-Stokes. Un segundo fenémeno ocurre cuando el valor de Im#F' coincide
en ambos puntos y la topologia de los contornos ~; y 72 cambia. Esto se da en lineas
del plano complejo = conocidas como lineas de Stokes. Al cruzar dichas lineas el contorno
~ con comportamiento asintético correcto no pasa por los dos puntos, sino solo por uno
de ellos. Es posible encontrar un contorno que pase por ambos puntos, pero no tiene un
comportamiento asintotico compatible con .

A modo de ejemplo vamos a considerar la funcién de Airy

/ 6%(zz+z3/3) (A3)
Yo
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2

Situacién con v = 7,. Solo uno de los dos minimos da contribucién a la integral.

donde 7 es el eje real en el plano complejo z. El comportamiento para |z| — oo nos permite
deformar el contorno empezando en la region del plano con %’T < arg(z) < my terminando

en la regién del plano con 0 < arg(z) < 3 Los dos puntos minimos de F' estan en
z=2v—x (A.4)

Tenemos una linea de anti-Stokes en el eje real negativo del plano complejo x. En dicha linea
ambos minimos son imaginarios puros (ReF’ = 0) e intercambian régimen de dominacién.
Las lineas de Stokes estan situadas en los puntos con |arg(z)| = 27/3. Por tanto para
%’T < |arg(x)| < 7 tenemos contribuciones de ambos puntos de minimo mientras que en la

region 0 < |arg(z)| < 2 solo da contribucién a la integral uno de ellos.
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